Über die Resultante eines Systemes mehrerer algebraischen Gleichungen, 


Beitrag zur Theorie der Elimination. 


Von Dr. Sehläfli. 
(Vorgelegt in der Sitzung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Classe am 9. Jänner 1851.) 


Die Theorie der Elimination aus algebraischen Gleichungen scheint bis jetzt noch selten in ihrer 
ganzen Allgemeinheit behandelt worden zu sein. Nur für lineare Gleichungen hat man den allgemeinen Fall 
einer beliebigen Anzahl derselben untersucht; für höhere Gleichungen ist man fast immer bei der Zweizahl 
stehen geblieben, und es ist mir keine Schrift bekannt, worin der Satz über den Grad der Endgleichung 
eines Systemes ganz im Allgemeinen bewiesen wäre. Hesse hat zwar im 28sten Bande des Crelle’schen 
Journals interessante Betrachtungen über das Resultat der Elimination von zwei Unbekannten aus dreien 
quadratischen Gleichungen angestellt und daraus Folgerungen gezogen, welche für die Theorie der Curven 
dritten Grades von fundamentaler Bedeutung sind. Aber die Andeutungen über ein allgemeines Eliminations- 
verfahren, die er dort beiläufig gibt, sind nach meinem Urtheile nicht einmal theoretisch ausführbar. Dass 
in dieser Sache bis jetzt so wenig gethan worden ist, rührt vielleieht von ihrem geringen praktischen Inter- 
esse her. Denn sobald Anzahl und Grade der Gleichungen eines Systemes auch nur die Zweizahl über- 
schreiten, so besteht die Endgleichung schon aus einer so unübersehbaren Menge von Gliedern, dass die 
numerische Behandlung ganz unpraktisch wird. Aber wie viele Zweige gibt es nicht in der Mathematik, 
in denen man, unbekümmert um numerische Anwendung, zufrieden ist mit der Einsicht in die blosse Mög- 
lichkeit einer Lösung oder eines Verfahrens? Durchgeht man Alles, was bis jetzt in Beziehung auf lineare 
Gleichungen gethan worden ist, von der Regel Bezout's ode Cramer’s an bis auf die schönen Sätze, 
welche Jacobi im22sten Bande des Crelle "schen Journals bewiesen hat, so gewähren diese Resultate einen 
überwiegend theoretischen Genuss, und man wird zu dem Verlangen fortgeführt, das Gebiet unserer Einsicht in 
die Natur eines Systemes von algebraischen Gleichungen überhaupt in ähnlicher Weise erweitert zu sehen. 
So wie bei linearen Gleichungen nicht sowohl die befriedigte Endgleichung für sich, als vielmehr, abge- 
sehen von ihrer Erfüllung, nur die Form ihres Polynoms, gleichsam seine auf einen Schlag vor sich gehende 
Construction aus den Coöflieienten der gegebenen linearen Gleichungen, uns vorzüglich anspricht, so 
möchten wir auch bei höheren Gleichungen die Form des Polynoms der Endgleichung (le résultant, wie es 
Cayley nennt), seine Zusammensetzung aus allen Coöfficienten der ursprünglichen Gleichungen übersehen. 
Für zwei Gleichungen ist es schon seit langem bekannt, wie man die Aufgabe auf die Lösung eines 
Systemes linearer Gleichungen zurückführen kann, mit anderen Worten, man kennt die Resultante zweier 
algebraischen Gleichungen unter der Form einer Determinante, deren Grad gleich ist der Summe der Grade 
der beiden ursprünglichen Gleichungen. Man sehe unter anderem Hesse’s Abhandlung hierüber im 27sten 
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Bande des Cr elle’schen Journals. Für eine grössere Zahl von Gleichungen ist mir nur von Cayley ein 
grossartiger Versuch bekannt, solche Resultanten unmittelbar aus ihren Elementen zu eonstruiren '). Zu 
diesem Zwecke denkt sich Cayley mehrere Gruppen von gleich viel Variabeln und Polynome, welche in 
Beziehung auf alle Variabeln einer jeden solchen Gruppe homogen und linear sind. Dann eonstruirt er aus 
den Coöffieienten solcher Polynome, die ich vielsehichtig-lineare nennen möchte, gewisse Funetionen, 
welche sich nach mehreren Seiten hin als ganze Funetionen höheren Grades von lauter Determinanten der 
ursprünglichen Elemente darstellen lassen — er nennt sie Hyperdeterminanten — und dann weist 
er an einigen Beispielen nach, wie solche Hyperdeterminanten in Resultanten gewöhnlicher (ungeschichteter. 
symmetrischer nach Cayley’s Ausdruck) Polynome höheren Grades übergehen, wenn man je die 
gleichnamigen Variabeln aller jener Gruppen oder Schichten einander gleich setzt. Wenn aber dort Cayley 
ferner es als sich von selbst verstehend anzunehmen scheint, dass die Resultante der abgeleiteten Gleichungen 
eines vielschichtig-linearen Polynoms von demselben Grade sei mit derjenigen des vollständigen gewöhn- 
lichen Polynoms von derselben Dimension, und dass daher jene Resultante durch die dem symmetrischen 
Fall entsprechenden Annahmen in diese übergeführt werde, so ist dieses sicher ein Irrthum, wie im Ver- 
lauf dieser Abhandlung wird gezeigt werden. 

Es ist mir nun zwar keineswegs gelungen , die Endgleichung irgend eines Systemes algebraischer 
Gleichungen auf independente Weise zu construiren, namentlich — worauf es hier allein ankömmt, denn 
die einzelnen Glieder selbst können schon a priori aus den ursprünglichen Elementen eombinirt werden — 
den numerischen Coöffieienten jedes einzelnen Gliedes der Resultante für sich zu berechnen. Sondern das 
hier zu beschreibende Eliminationsverfahren ist auch successiv wie die gewöhnlichen, hat aber vor diesen 
das voraus, dass es auf keiner Stufe die Rechnung mit fremden Factoren trübt, sondern auf ganz sicherem 
Wege zu der reinen Endgleichung führt, welche gerade nur dem aufgegebenen Systeme entspricht. Es 
werden dann ferner mehrere allgemeine Sätze über die Resultante bewiesen, welche denen über die Deter- 
minante analog sind, die Jacobi im 22sten Bande des Crelle’schen Journals bekannt gemacht hat. Dann 
wird der schon von Cayley behandelte Fall eines vierschichtiglinearen Polynoms mit je zwei Variabeln noch 
einmal vorgenommen und die Resultante seiner acht abgeleiteten Gleichungen einer genauen Untersuehung 
unterworfen. Endlich behandle ich einen merkwürdigen Fall der Elimination, aus dem, wenn die Zahl der 
Variabeln auf drei oder vier beschränkt wird , ein sehr directes Verfahren folgt, die Schar aller Tangenten 
einer algebraischen Curve oder die Schar aller Berührungsebenen einer algebraischen Fläche durch eine 
Gleichung darzustellen, in welcher nur die drei oder vier Coëfficienten der linearen Gleichung einer Tan- 
gente oder einer Berührungsebene — die von Plücker im Gegensatze der gewöhnlichen oder Punkt- 
coordinaten so geheissenen Linien- oder Flächeneoordinaten — als Variabeln auftreten. 

Da der Gegenstand dieser Abhandlung mit der Theorie der Determinanten in nächster Beziehung steht, 
so möge am Ende derselben ein durch seine grosse Allgemeinheit merkwürdiger Satz über eine Deter- 
minante, deren Elemente aus nn einfachen Elementen zur m‘ Classe eombinirt sind , einen Platz finden. 

$.1. Erklärungen. Die Determinanten werde ich so bezeichnen , wie es Cayley thut. Das Zeichen 
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z. B. stellt die aus den 16 hingeschriebenen Elementen gebildete Determinante A dar. Werden die in der 
vom linken Ende der obersten Horizontalzeile ausgehenden Diagonale liegenden Elemente zu dem Producte 
ab' c” d” vereinigt, so soll dieses Glied in der entwickelten Determinante immer das positive Vorzeichen 
haben. Um alle übrigen Glieder zu erhalten, hat man nur die Verticalzeilen des Schemas zu permutiren 
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und das Produet der jedes Mal in die Diagonale fallenden Elemente mit dem positiven oder negativen Vor- 
zeichen zu versehen, je nachdem die Permutation selbst eine positive oder negative ist. Das Aggregat aller 
so erhaltenen Producte ist die Determinante A. Jedes Mal, wenn nur zwei Verticalzeilen mit einander ver- 
tauscht werden, geht eine positive Permutation in eine negative über, und umgekehrt. 

Werden in der entwiekelten Determinante alle Glieder, welche irgend ein bestimmtes Element zum 
Factor haben, zu einer Gruppe vereinigt, und dann der gemeinschaftliche Faetor weggelassen, so nenne ich 
das Ergebniss das reeiproke Element zu jenem ursprünglichen. So ist z. B. ri das reciproke Element 
zu 4”. Lässt man im Schema aller Elemente die in einem derselben sich kreuzenden Zeilen weg, so ist 
die Determinante der übrigen Elemente gleich oder entgegengesetzt dem reeiproken Elemente des Kreu- 
zungspunktes, je nachdem die Rangzahlen der weggelassenen Zeilen einen geraden oder ungeraden Unter- 
schied haben. 

In dem Schema 


dabie nad 
A be eiad: 
a” b” Es d' 


sollen immer zu beiden Seiten des mittelsten Striches gleichviel Vertiealzeilen sein. Multiplieirt man nun 
alle Elemente irgend einer Verticalzeile der linken Hälfte mit den entsprechenden Elementen irgend einer 
Vertiealzeile der rechten Hälfte und addirt alle Produete, so ordnen sich die Produetensummen auf natür- 
liche Weise in der Form eines Quadrates, dessen Seite so viele Glieder zählt, als jede Hälfte des obigen 
Schemas Verticalzeilen. Die Determinante der so geordneten Productensummen soll 
künftig durch obiges Schema dargestellt werden. Es ist also z. B. 


ee = |a.ble.d 


b e + be + be’ s b d+ bd+ or AA a ; b c 3 d 
ato eE 
und nach einem bekannten Satze 
= |a. |.. |c.d| + Saat c.d| Fle v| |d.d] 
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Da wir meist nur homogene Funetionen der Variabeln betrachten werden , so soll in der Regel das 
einfache Wort „‚Polynom’”’ ein homogenes Polynom bezeichnen. 

Da das in verschiedenen Beziehungen kurz hinter einander gebrauchte Wort „Coefhieient”’ leicht sinn- 
störende Verwechslungen verursachen könnte, so sollen die Coöfficienten der verschiedenen Glieder eines 
Polynoms kurzweg die Elemente desselben heissen. 

Den gewöhnlichen Ausdruck „‚Potenzen und Producte der Variabeln’’ werden wir durch den kürzeren 
„Variabeln-Combinationen’ ersetzen. Es sind dann natürlich Combinationen mit Wiederholungen 
gemeint. 

Im Allgemeinen denken wir uns jedes Glied eines Polynoms immer als Produet eines Elementes mit 
der entsprechenden Variabeln-Combination. Die Permutationszahl dieser Combination soll nieht als 
numerischer Factor hinzugedaeht werden, wenn dies nicht ausdrücklich bemerkt wird. 

Die Exponenten, welche die einzelnen Variabeln in irgend einer Combination haben, heissen die 
Zeiger des entsprechenden Elementes. Zeiger verschiedener Elemente, welche sich auf eine und dieselbe 
Variable beziehen, sollen gleichnamige Zeiger heissen. 

Liegt ein System mehrerer Gleichungen vor, so können wir diese ihrem Range nach unterscheiden. 
Elemente irgend eines Ranges werden daher solche sein, die in irgend einer und derselben Gleichung 
vorkommen. Die Elemente aller Gleichungen zusammen sollen Elemente des Systemes heissen. 


a >% 


Besteht ein System aus eben so vielen homogenen Gleichungen als Variabeln sind, so kann man die 
Verhältnisse dieser Variabeln sieh eliminirt denken; die ganze und rationale Endgleichung wird eine 
Relation zwischen allen Elementen des Systemes ausdrücken. Wenn nun immer beim Statthaben dieser 
Relation auch die Verhältnisse der Variabeln so bestimmt werden können, dass alle ursprünglichen Glei- 
chungen des Systemes erfüllt sind, und wenn umgekehrt alle diese Gleichungen nicht anders befriedigt 
werden können, als indem zugleich jene Endgleichung befriedigt wird, so soll das Polynom derselben die 
Resultante des Systemes heissen und als ganze rationale Function seiner wieder frei gedachten Elemente 


_ aufgefasst werden. 


Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass nie das Verschwinden sämmtlicher Variabeln als 
Lösung eines Systemes homogener Gleichungen gelten darf. 

Kann die Endgleichung verschwinden, ohne dass es zugleich Verhältnisse der Variabeln gibt, welche 
das ganze System befriedigen, so hat ihr Polynom einen fremden Factor. Kann umgekehrt das ganze 
System befriedigt werden, ohne dass dies auch mit der Endgleichung geschieht, so fehlt in ihrem Polynom 
ein in der Resultante vorkommender Factor. 

Die gegebene Definition wird ungenügend, wenn entweder das Polynom der Endgleichung oder die 
wahre Resultante potenzirte Factoren haben. So viel ist indess sicher, dass wenn beim Verschwinden 
irgend einer untheilbaren ganzen Function der Elemente das ganze System durch verschiedene Reihen von 
Verhältnissen der Variabeln befriedigt wird, die Resultante jene ganze Funetion wenigstens eben so oft als 
Factor enthalten muss.. 

Die genannten Schwierigkeiten fallen weg, wenn alle Gleichungen des Systemes vollständig sind, 
d. h., wenn in jeder alle ihrem Grade entsprechenden Combinationen sämmtlicher Variabeln vorkommen, 
und wenn alle Elemente als lauter einfache und unter sich unabhängige Grössen gelten. In diesem Falle 
nehmen wir die Untheilbarkeit der Resultante als Grundsatz an. 

Wenn die Zahl der Variabeln diejenige der homogenen Gleichungen eines Systemes um 1 übertrifft, 
so bleiben die Elemente frei, und nur die Verhältnisse der Variabeln werden bestimmt. Jede so bestimmte 
Reihe gleichzeitiger Werthe aller Variabeln — es kömmt begreiflich nur auf ihre Verhältnisse an — nennen 
wir eine Wurzelgruppe des Systemes; die einzelnen Werthe selbst, aus denen die Reihe oder Gruppe 
besteht, heissen Wurzeln. Wir wollen die verschiedenen Lösungen des Systemes durch A ceente unter- 
scheiden. Wurzeln sind daher gleiehaecentig, wenn sie zu einer und derselben Wurzelgruppe ge- 
hören, gleiehnamig, wenn sie in verschiedenen Lösungen Werthe einer und derselben Variabeln sind. 

Wird eine Funetion der Wurzeln eines Systemes durch Permutation der Wurzelgruppen (der Accente) 
nicht geändert, so heisst sie eine symmetrische Funetion. (Wir werden nur ganze Functionen dieser 
Art betrachten.) Gehen aus einem einzigen Gliede derselben durch blosse Permutation der Accente alle 
übrigen hervor, so heisst sie einfach. 

Da nur die Verhältnisse aller gleichaeeentigen Wurzeln bestimmt sind, so muss jedes Glied einer 
symmetrischen Function in Beziehung auf jeden Accent von derselben Dimension sein, d. h. es muss aus 
jeder Gruppe gleich viel Wurzeln zu Factoren haben. Ist nun die Dimension in Beziehung auf jeden Accent 
der Einheit gleich, so heisst die symmetrische Funetion primitiv. 

Wenn sämmtliche Lösungen des Systemes für eine bestimmte Variable keinen einzigen verschwin- 
denden Werth geben, so dürfen wir die entsprechenden Wurzeln alle gleich 1 setzen. Dann werden in 
irgend einem Gliede einer einfachen symmetrischen Function nieht mehr alle Accente vorkommen. Nach 
der Anzahl der in einem Gliede vorhandenen Accente nennen wir dann die Funetion ein-, zwei-, drei- 
accentig u. s. f. In einer Gleichung mit einer Unbekannten z. B. sind die Summen der Potenzen der 
Wurzeln einaccentige, die Summen der Combinationen ohne Wiederholung primitive Funetionen. 

Setzen wir eine beliebige Reihe von Variabeln-Combinationen desselben Grades hin, welehe nicht 
sämmtlich durch eine und dieselbe Variable dividirt werden können, und multiplieiren nun diese Grundreihe 
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nach und nach mit einzelnen Variabeln-Combinationen, welche durchaus nicht vom selben Grade zu sein 
brauchen , so mögen die neuen so gebildeten Reihen äquidistante Variabeln-Combinationen heissen. 

g- 2. Wenn n höhere algebraische Gleichungen mit n Unbekannten gegeben sind, und man wollte 
eine dieser Unbekannten aus je zwei Gleichungen eliminiren, indem man z. B. die erste mit allen übrigen 
eombinirte, um so n— 1 Gleichungen mit a— 1 Unbekannten zu erhalten, so würde im Allgemeinen der 
Grad jeder Gleichung des neuen Systemes gleich sein dem Producte der Grade der beiden ursprünglichen 
Gleichungen, aus deren Combination jene Gleichung hervorgegangen ist. Denkt man sich ein solches Ver- 
fahren wiederholt, so sieht man, dass die Grade der Gleichungen etwa wie Potenzen steigen , deren Expo- 
nenten in der geometrischen Reihe 1, 2, 4, 8,..... fortgehen. Abgesehen davon, dass für eine auch nur 
mässige Anzahl quadratischer Gleichungen die Ausführung eines solchen Eliminationsverfahrens mehr Zeit 
als die eines Menschenlebens erforderte, ist dabei nicht einmal theoretischer Gewinn, weil man die Zahl 
sämmtlicher Lösungen des Systemes ungeheuer überschätzen würde. Wenn nun auch das sogleich zu zei- 
gende Verfahren immer noch sehr bald unausführbar wird wegen der abschreekenden Länge seiner Ent- 
wiekelungen , so führt uns doch die Vorstellung von seiner Möglichkeit zu der deutlichen Erkenntniss von 
der Zahl der Lösungen, die das System wirklich hat. 

Das Verfahren ist ein successives und demjenigen analog, durch welches bei zwei algebraischen Glei- 
chungen die Elimination mit Hülfe der Theorie der symmetrischen Functionen geschieht. Die Hauptsache, 
auf die es dabei ankömmt, wird in der Lösung der folgenden Aufgabe deutlich werden. 

Es seien v, y, z,» .. w dien + 1 Variabeln des gegebenen Systemes von % homogenen Gleichungen. 
Man setze nun eine lineare Gleichung mit litteralen Coëfficienten, wie 


ax+by+ez+...+kw=o, 


hinzu. Die Resultante des so vermehrten Systemes sei bekannt. Man soll jede einfache symme- 
trische Function der Wurzelgruppen des ursprünglichen Systemes rational durch 
seine Elemente ausdrücken. 

Man ordne die Resultante nach den fallenden Potenzen eines der Elemente jener beigefügten linearen 
Gleichung , z. B. nach denen von k, und es sei — was der allgemeine Fall ist — eine Potenz von k vor- 
handen, deren Exponent dem Grade gleich ist, den die Resultante in Beziehung auf alle Elemente a, b, c, ...Kk 
überhaupt hat; ihr Coëfficient heisse X. Dann sind alle folgenden Coöflieienten der Potenzen von k resp. 
die mit K multiplieirten Summen der Combinationen (ohne W.) erster, zweiter, dritter, . . . Classe der 
Werthe von 


ax+by+cs+... 
w 


’ 


welche das ursprüngliche System liefert. Aus diesen können alle Potenzensummen 


ax +by+ex +... \r 
a ae 
jener Werthe berechnet werden. Mit der entsprechenden Potenz von K multiplieirt, werden sie äls ganze 
Funetionen der Elemente des Systemes erscheinen. Man entwickle diese nach den Combinationen der 
Hülfselemente a, b, c, . . ., so wird man durch Vergleichung der Multiplicatoren irgend einer Combination 
wie «bet... den Werth einer einaecentigen symmetrischen Function, wie 
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erhalten. Aus diesen einaccentigen Functionen können aber alle vielaccentigen, wie 
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nach demselben Gesetz berechnet werden, welches Woring') für Gleichungen mit einer Unbekannten I 
gezeigt hat. m 
Setzen wir nämlich a 
IF r , 1 IPE, Peer‘, i Cn o T mlang BaT in 
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I so finden wir durch Multiplication 


|| E Incn a) s B, Y...) = ata BHB Hr...) + ELA e ER ARGETA, Y 


also ist jede zweiaccentige Function N 


Wh, BY... )J=Ta; BE E E EE EA A .-)— (a +a, B+E; A 


Ferner ist 


m 
tr AS s e EE We C A A EE EN E A EB is A Ber In 
+, PHB...) + (a, Bere, Fiss.) om 
und wenn man die vorige Formel wieder anwendet ‚ jede dreiaccentige Function Ih 
IN Kan En Benni, Ya)... (9:0, 2,1 10.020703 | m 
|} —@a+ad,Bß+P,...) @, Pr... I)—lata',Bß+P",...) CATED ENCA ED CETA PHB...) = 
i +2la+a+a”,B+Pß+P",...). 
Wie dies weiter geht, ist klar. Man wird also im Stande sein, jede vielaecentige Function durch lauter | 
einaccentige auszudrücken. Selbst das Bildungsgesetz eines solchen Ausdruckes ist leicht anzugeben. p 
Wenn die Function r accentig ist, so theile man die Zahl r auf alle möglichen Arten in positive Theile, | b 
wobei blosse Versetzungen der Theile ausgeschlossen sein sollen. Eine solche Zerlegung sei z. B. BE 
hist 
r=f+9+...+k. | 
Es seien ferner o, Dee na Ai: 3% Prs ne » - die Exponentengruppen, welche die auf- 
gegebene Function charakterisiren. Man theile die Reihenfolge dieser Gruppen auf alle möglichen Arten in 
einzelne Complexe, welche resp. f, g, - » - k Gruppen umfassen , doch so ‚ dass innerhalb jedes Complexes ia 
keine Versetzungen seiner Elementargruppen gestattet sind, und dass auch, wenn einige der Zahlen f;9 ---k pi 
einander gleich sind, keine Anordnungen sich durch blosse Vertauschung der diesen gleichen Zahlen ent- q 
sprechenden Complexe unterscheiden dürfen. Dann möge jedem Complex eine einaccentige Function ent- 
sprechen, deren charakteristische Exponenten die Summen der gleichnamigen Exponenten sind, welche in | In 
den Elementargruppen dieses Complexes enthalten sind; und jeder Anordnung das Produet aller ein- d 
accentigen Functionen, welche den in ihr begriffenen Complexen entsprechen. Der gemeinschaftliche Factor | 
sämmtlicher auf diese Weise bestimmten Producte ist j | 
(~D t.2.3.. Af—1yx(—1)-t1.2.3...((—1)X An EI EEE TE | se 
| h 
Wird dieses Verfahren auf alle Zerfällungen der Zahl r in positive Theile ausgedehnt, so ist das Aggregat | 
aller Resultate der Werth der aufgegebenen r accentigen Funetion. 
Es ist leicht, dieses Bildungsgesetz durch den Schluss von r auf r + 1 zu beweisen. 


2 : 3 : RR $ £ | h 
Wir können also alle vielaccentigen Functionen auf emaccentige zurückführen. Da wir aber auch im 

Stande sind, diese durch lauter primitive auszudrücken, so werden wir zuletzt jede vielaccentige Function 

als ein Aggregat von Producten primitiver Funetionen darstellen können. Indess wird in den Formen dieser 


1) Siehe Klügel’s math, Wörterbuch ‘Art. Symm. Function, S. 870. 


2) Um die allgemeine Gültigkeit der folgenden Formeln nicht zu beschränken, sollen coincidirende Exponentenreihen gleich wie verschiedene be- 
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Darstellungen für eine und dieselbe gegebene symmetrische Funetion Mannigfaltigkeit stattfinden, da die 
primitiven Funetionen nicht unter sich unabhängig, sondern durch viele identische Relationen verbunden 
sind. Wenn z. B. nur zwei Wurzelgruppen sind, so ist folgendes eine solche Relation : 


wy +r y) ar tar) (yl yr) — ad (ytty — yy (er peer weyh yy 
Fier yyzz =Q. 


Es ist von Wichtigkeit, die niedrigste Potenz von K zu kennen, mit der man den auf die beschriebene 
Weise erhaltenen Ausdruck für die symmetrische Function 


pre YET... aa yB gy .. 
watB+Y+. x wiatßtr'... Xe X 


..... 


multipliciren muss, um ihn ganz zu machen. Man vergleiche alle Summen von zur selben Gruppe gehörenden 
Exponenten a+ß+Y+--„a+ß+Y+...,d+ P+Y+... etc., so wird gewiss eine darunter 
von keiner der übrigen übertroffen werden, Es sei dies z. B. die erste « + ßB+Y+:...=2, so ist K der 
Multiplicator , der diese symmetrische Function ganz macht. 

Um dies zu beweisen, multiplicire man die symmetrische Function mit (ww ww”. . .)’, wo das ein- 
geklammerte Product sich auf alle Wurzelgruppen erstreckt. Ist dann «+ßP+Y+...+7= a'H B"H... 
+x’=...=o, so erhält man die symmetrische Function 


ey TEEN Karen, 


wo in jedem Gliede alle Accente zugleich vorkommen. Bezeichnen wir nun den Grad der Resultante in 
Beziehung auf a, b, c, .. . k, oder, was dasselbe ist, die Zahl der Wurzelgruppen mit p und die Coëffi- 
cienten von a?, k? mit A, K, so ist zu’ ...:www'...=A:K. Würde nun die betrachtete symme- 
trische Function erst durch Multiplication mit K°** ganz gemacht, so hätte der Ausdruck für 


B 2 w \* RE A EH 
rer T S 
den Nenner A? K°. Wenn man aber die Resultante nach den fallenden Potenzen von « ordnet und das 
gleiche Verfahren wie vorhin befolgt, so wird man zu einem Ausdruck gelangen, der nur eine Potenz von A 
zum Nenner haben kann. Folglich muss € =o sein. 
Wird jetzt die lineare Gleichung av + by-+...+kw = o durch irgend eine höhere Gleichung vom 


Grade m, z, B. 9 (X, Y, 2,...w) = 0 ersetzt, so hat man für die Resultante des so veränderten Systemes 
den Ausdruck 


K” AE AES 5 (a, y,...W) 7 AAEE ETE ng 
w™ w™ w 


wo das Product sich auf alle p Wurzelgruppen @:yız:...w,a:yızı..twW,@t:y'z...w”, ete 
erstreckt. 

$. 3. Aus dem Bisherigen fliesst nun folgendes Eliminationsverfahren, 

Es seien n Gleichungen zwischen den n+1 Variabeln v, y, z, . ... w und resp. von den Graden m, 
Mz, My; + o » My gegeben: : 


PCT, Y, -e W) = 0, Pa = 0,93 = 0; e. e Pp = 0. 


Man setze n lineare Gleichungen hin | 
p=az+by+tez....+kw=0,1 =mr+...+khw=0,%=%....Pau=0, 


und vereinige sie mit 9, = 0 zu einem Systeme. Die Resultante desselben wird man erhalten, wenn man 


Beziehung auf jede Elementenreihe (a, b, c, . . . k) vom m," und in Beziehung auf die Elemente von OR 
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vom ersten Grade sein. Man ordne sie nach den Combinationen von @,_4> b,_4s«. »k,_ı, so hat man die 
primitiven Funetionen der m, Wurzelgruppen des Systemes 


pP=0,h=0,..:.p3=0, 9,0 
vor Augen und ist mittelst derselben in Stand gesetzt, die Resultante des Systemes 


p=0, ı = 9% +. + pn =09, mM, 9, =0 


zu berechnen. Diese ist in Beziehung auf die Elemente von 9,_, vom Grade m, und in Beziehung auf die 
Elemente der übrigen Polynome von einem m,_, Mal höheren Grade als die vorige Resultante, also in Be- 
ziehung auf die Elemente eines jeden der linearen Polynome p, p,, - . . p,_, vom Grade m,_, m, und in 
Beziehung auf die Elemente von 9, vom Grade m,_,- Man ordne nun diese Resultante nach den Combi- 
nationen von @,_3;> Du; <. - Au, um die Verhältnisse der primitiven Funetionen der Wurzelgruppen des 
Systemes 
P=o0, p= 0, p= 0, e Pas =O, 9109 Pa = 0 
vor Augen zu haben, und berechne mittelst derselben die "zusammengesetzte symmetrische Function Ilo, 
(£, Y, . - . w), wo das Product sich auf alle m,_, m, Wurzelgruppen erstreckt. Das Resultat, die Resul- 
tante des Systemes 
P= 9, = 0, pe U 0 0 Pe 0 Pa I Pa 0, 705 


wird in Beziehung auf die Elemente von %,_, vom Grade m,_, m, und in Beziehung auf die primitiven 
Functionen vom Grade m,_, sein, also in Beziehung auf die Elemente eines jeden der linearen Polynome p 
vom Grade M, m,_, m,, in Beziehung auf die Elemente von 9,_, vom Grade m,_, m, und in Beziehung 
auf die Elemente von 9, vom Grade m,» m,_,. Wenn man weiter so verfährt, so gelangt man zuletzt zur 
Resultante u des Systemes 

pP, =, 9=09, a A 


welche in Beziehung auf die Elemente «æ, b, e,...% des linearen Polynoms p und = en der 
übrigen Polynome 44, . . . 9, resp. von den aaa p =m, mm; ...Mm, Z, —,... 2 sein wird. 

Sind endlich die Elemente der Polynome $,, Y2, - - - 9, numerisch gegeben, so muss die Resultante u 
in Beziehung auf die einzig noch übrig gebliebenen litteralen Elemente a, b, e,...k in p lineare Factoren 
zerlegt werden können. Diese Aufgabe kömmt, wie leicht zu begreifen, auf die Auflösung einer Gleichung 
p'™ Grades mit einer Unbekannten zurück. Ist die Zerfällung ausgeführt, so ist die Reihe der numerischen 
Coöflieienten von a,b,e,...%k in irgend einem linearen Factor von ų zugleich eine Wurzelgruppe des 
Systemes der Gleichungen 9, = 0, 9% =0, . . © Pa = 0. 

Das Verfahren würde demnach etwa folgendes sein. Man stelle die Differentialcoëfficienten 57, 
##,... SE dar, ordne die Gleichung «=o nach den fallenden Potenzen eines der Coöflicienten a, b,...k, 
Zz. B. nach denen von a und gebe den Verhältnissen ð: ce: ...:% beliebige Werthe; man kann z. B. c = d 
= = k = o setzen. Man wird dann eine Gleichung p Grades für das noch unbekannte Verhältniss 
a:b erlinhlen. Die p für dasselbe gefundenen Werthe werden zugleich mit den für b:e:d:...: : k ange- 
nommenen Werthe in jene n +1 Differentialcoëfficienten substituirt, so hat man die p Wurzelgrupp en 
E a E : w des Systemes 9, = 0, 9z = 0, . » - Pp, = 0 gefunden. 

(Anmerkung. Wenn ein homogenes Polynom m‘ Grades ọ (x, y, . . . w) in m lineare Factoren 
zerlegt werden kann, so findet man dieselben auf folgende Weise. Es sei æ, : y, :. - . w, irgend eine RR 
der Gleichung = 0, und man substituire diese Werthe der Variabeln in die Differentialeoöffieienten 4% ; 
$, .. 42, so werden die letzteren zu Co&ffieienten eines linearen Polynoms p,, welches in » aufgeht, 
Vorfährt man ebenso mit anderen Lösungen @,: Ya.» +: lg, Vpigier.t wz, etc., so kann man auch 
andere Polynome p», pz, . . . erhalten. Erhielte man aber auf diesem Wege mehr als m verschiedene lineare 
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Polynome, so müsste man daraus schliessen, dass ọ nicht in lauter lineare Factoren zerlegt werden kann. 
Um sicher zu gehen, kann man die Verhältnisse Y:z:...:w für alle Lösungen behalten, so wird die nach 
x aufgelöste Gleichung, g—=0o, m Lösungen geben, die sich nur durch die Werthe von æ unterscheiden und 
daher nothwendig verschiedene Polynome p liefern müssen. Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass im 
Vorigen vorausgesetzt wurde, dass keine zwei linearen Factoren von ọ einander gleich sind, und dass keine 
Lösung mehr als einen dieser Factoren verschwinden macht.) 

Unbequem ist es bei dem beschriebenen Verfahren, dass man die von der Rechnung geforderten viel- 
accentigen Funetionen erst in Funetionen der einaecentigen und dann diese in Funetionen der primitiven 
Funetionen ausdrücken muss. Dieser Umweg bewirkt, dass man weit höher potenzirte Nenner in die Rechnung 
bekömmt, als der Typus der aufgegebenen symmetrischen Funetionen erfordert, und dass man dann die 
weitschichtigen Polynome so lange mit unsäglicher Mühe redueiren muss, bis die Nenner auf das gehörige 
Mass herunter gebracht sind. Es wäre wichtig zu wissen, ob, wenn die primitiven Funetionen durch ein- 
fache Zeichen bezeichnet sind, die besprochene Reduction ausgeführt werden kann, ohne dass man die 
mannigfaltigen Relationen, welche jene primitiven Funetionen verknüpfen, zu Hülfe nimmt. Freilich, wenn 
für die primitiven symmetrischen Funetionen ihre entwickelten Ausdrücke gesetzt werden, so werden diese 
in identischer Weise allen jenen Relationen genügen, und die angeregte Schwierigkeit fällt gänzlich weg. 
Um den Umweg unseres Verfahrens zu vermeiden, sollte man die geforderten vielaecentigen Funetionen 
unmittelbar in Funetionen der primitiven darstellen können, wie es für die Wurzeln einer einzigen algebrai- 
schen Gleichung Gauss gezeigt hat in seiner Abhandlung: Demonstratio nova altera theorematis omnem 
functionem a!gebraicam rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus 
resolvi posse. (Comment. d. Gött. Ak. 1816.) 

§. 4. Hesse hat in seiner schönen Abhandlung über die Resultante von drei quadratischen Gleichungen 
(Crelle XXVIH, S.71) auch im Vorbeigehen über das Eliminationsverfahren im Allgemeinen sich aus- 
gesprochen. Dasselbe würde in Folgendem bestehen. 

Angenommen, die Resultante u des Systemesp = a £ + dy... LRB=0, 90,90... 0 
sei bekannt und in Beziehung auf a, b, . . . k homogen und vom p*™ Grade, so soll man mittelst derselben 
die Resultante U eines neuen Systemes finden, worin nur jene erste lineare Gleichung p = o durch eine 
9=ovom m" Grade ersetzt ist. Wir wollen die p verschiedenen Wurzelgruppen des Systemes der 


n Gleichungen 9, =0,...9,= 0 und die ihnen ter BNerihe von P durch übergesefzte Zeiger 
123 1 


1, 2, 3, . . . p unterscheiden. Dann ist u=ppp... 2, wo z, B. Š ge by+... uf Nach 
Hesse haben wir uns nun m verschiedene Gruppen der Coöffieienten a, b, c, .. . k zu denken, die wir 


sammt den entsprechenden Ausdrücken für,p und u durch die untergesetzten Zeiger 1, 2, 3, . . . m unter- 
2298 


scheiden wollen, so dass z. B. p, =u; e + biy... + kiw und u = p pipi --- D, wird. Dann sollten 
wir beide Seiten der Gleichung 


at 1 2 2 2 pP? P 

Us Uz Ug s o < Um = Pi Pz ©- e Pm X Pipe oe Pa X > +. X Papo. -e Pm 
nach den Combinationen der m (n +1) Grössen a, bi, . o. kis.. < dms Öms - +. kn entwickeln und die 
Multiplicatoren derselben Combinationen auf beiden Seiten einander gleich setzen, so würden wir die 
Werthe aller der symmetrischen Functionen erhalten, deren Kenntniss uns zur Berechnung der Formel 


laz 


12 
7=199,9,2: 2: W200: .,7, 
wo das Product sich über alle p Wurzelgruppen erstreckt, nöthig wäre. 
Wir wollen die Ausführbarkeit dieser Vorschrift näher untersuchen. Das Produet PR pz Sia Om liefert 
uns primitive Combinationen der Grössen @,, bi, .. . km, wo jede der m Gruppen immer nur durch eine 
einzige Grösse repräsentirt ist. jagen wir eine oe primitiven Combinationen und nennen sie A. 


Dieselbe wird mit einer Combination P der Wurzeln > Y,... w der ersten Gruppe multiplieirt sein, 


Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. b 
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f - 
Tann a an nen = 


10 Schläfli. 


welehe nur von den Namen 4, b,..... k der Factoren von A, aber nieht von ihren unter gesetzten Zeiger n 

abhängt. Ebenso aion B Å, a € R einzelne Glieder der enbwagkelien Speecialproducte pap PERURERE TR 
2 F 

UPEER ra T e S pi Dann wird AB... COX P Q J R ein Glied des totalen Productes aller 


L 
m(n + 1) Formen von p sein. Vertauschen wir nun in der Combination PO... R die oberen auf die 
pWurzelgruppen bezüglichen Zeiger, so erhalten wir 


1 2 P 
ABr rO OP O aR 


als Glied des totalen Productes aller Formen von p, und die symmetrische Function SP 0 Sn R ist es 
gerade, deren Kenntniss wir zur Berechnung von U bedürfen. Aber leider erhalten wir dieselbe in der 
vollständigen Entwickelung von Ilp nicht isolirt; sondern, da die totale Combination J = AB... C auf 
verschiedene Weisen in p primitive Combinationen von der Form A zerlegt werden kann, so wird in der 
Entwickelung des genannten Totalproductes Ilp die Combination 


Sebi ne a. ua. Kasie E 
+ +..-- tu eg +ß+-..-+%=...=, tft... Fu=pl 


£! 2 P . êb a 
mit einem Aggregate verschiedener symmetrischer Funetionen von der Form XPQ... R multiplieirt 
erscheinen. Die vergleichende Entwickelung des Productes ttz . . . %„ wird uns daher keineswegs zur 


12 P 
nöthigen Kenntniss der einzelnen symmetrischen Function XPQ... R führen. 
Versuchen wir diesem Uebelstande zu begegnen, indem wir in der Combination A die unteren Zeiger 
1,2,... m auf alle möglichen Arten vertauschen , so werden alle so erhaltenen Combinationen A mit der 


1 
nämlichen zur ersten Gruppe gehörenden Wurzeleombination P multiplieirt sein. Wir erhalten demnach 
1 1-4 1 
ZAXP als Glied des Specialproductes p,p... Pm, wo % Aeine primitive symmetrische un 


2 
aller Coöffieientengruppen der m linearen Polynome p bezeichnet. Wenn nun £BXO,...., er xK R 
auch solche Glieder der übrigen Speeialproducte Ëi Be AR ais ne AE p% en und wir 
nach geschehener Multiplieation aller dieser » Glieder die oberen Zeiger permutiren, so werden wir 

12 
ZANZB N BOCK EPO 

als Glied des Totalproduetes Ip bekommen. Könnten wir dann auf eine sichere einzige Weise jede in der 
Entwickelung des Productes u, u, . . . Um vorkommende symmetrische Function XJ in ein Aggregat von 
Producten primitiver symmetrischer Funetionen, wie È A, zerlegen , so wäre dann in der That die Aufgabe 
gelöst; ja wir könnten geradezu die primitiven symmetrischen Funetionen der linearen Elemente durch die 


entsprechenden Coöflieienten des höheren Polynoms 9 ersetzen, um sogleich das Product u, 4, . . . Um in 
die gesuchte Resultante U überzuführen, ohne dass wir erst noch den Ausdruck für jede einzelne symme- 


trische Wurzelfunetion SPO v se R zu ermitteln brauchten. 

Aber auf diesem Wege tritt uns die Unsicherheit jener Zerfällung von $J hemmend entgegen, welche 
ihren Grund in der gegenseitigen Abhängigkeit der primitiven Funetionen 2 A hat, und wir gestehen ; dass 
wir hier einstweilen noch keinen Ausweg wissen, i 

$. 5. Bevor wir weiter gehen, fassen wir hier die Eigenschaften der Resultante, die unmittelbar aus 
dem Obigen folgen, kurz zusammen. 

1. Die Resultante ist in Beziehung auf alle Elemente einer und derselben 
ursprünglichen Gleichung homogen und von einem Grade, welcher gleich ist dem 
Product der Grade aller übrigen Gleichungen. 

2. Die Summe der gleichnamigen Zeiger aller Elemente, aus denen irgend ein 
Glied der Resultante zusammengesetzt ist, ist immer gleich dem Producte der 
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Grade aller Gleichungen des Systemes, auf welche Variable sich diese Zeiger auch 
beziehen mögen. 

Denn, wenn man im gegebenen Systeme av an die Stelle von æ setzt, so erscheinen alle früheren 
Elemente jetzt mit einer Potenz von a multiplieirt, deren Exponent ihrem auf æ bezüglichen Zeiger gleich 
ist. Hierdurch darf aber die Form der Resultante u nicht geändert werden, sie wird nur eine Potenz von a 
zum Factor bekommen. Für die übrigen Variabeln gilt das Gleiche. Der Exponent dieser Potenz wird 
daher bleiben, wenn wir resp. By, yz ete. an die Stelle von Y» Z, . . . setzen. Bezeichnen wir ihn mit p, 
so geht die Resultante u in (aßy...P u über. Setzen wir jetzt a =ß=y= ..., so werden alle 
Elemente irgend einer ursprünglichen Gleichung eine ihrem Grade entsprechende Potenz von a zum Factor 
bekommen , und da der Grad der Resultante in Beziehung auf diese Elementenreihe gleich ist dem Producte 
der Grade aller übrigen Gleichungen, so bringt diese einzige Gleichung des Systemes eine Potenz von a, 
deren Exponent dem Producte der Grade sämmtlicher ursprünglichen Gleichungen gleich ist, als Factor 
von u mit sich. Der totale Factor ist also eine Potenz von a , deren Exponent gleich ist dem Producte der 
Anzahl aller Gleichungen mit dem Producte ihrer Grade. Folglich ist jener Exponent p gleich diesem 
Producte aller Grade. < : 

3. Wenn in der Resultante nur die Elemente irgend einer ursprünglichen Glei- 
chung litteral bleiben, alle übrigen aber numerisch angenommen werden, so kann 
die Resultante in lauter lineare Faetoren zerlegt werden. 

4. Bezeichnet U die Resultante eines Systemes, dessen erste Gleichung 9=o 
zerfällbar ist, so dass p —fff ---,.und sind dann P, V', V”,... die Resultanten 
der Systeme, welche sich vom vorigen nur dadurch unterscheiden, dass sie statt 
y=oresp.f=o,f=o, f =0,...zur ersten Gleichung haben, so ist 

VER V s 

Einen Beweis halte ich für überflüssig. 

Bemerkung. Wenn auch nur zwei ursprüngliche Polynome einen gemeinschaftlichen Factor haben, 
so ist die Resultante mit Null identisch. 

5. Es sei ein System von n + 1 Gleichungen ọ =0, Pı =0, . . . Pa = 0 zwischen den n + 1 Varia- 
beln £, Y, Z, .. . gegeben, resp. von den Graden m, mi, Mz, ... m, Im Polynom ọ sei a der Coëffii- 
cient von x” und m,m, ... m, =p. Dann ist a* die höchste Potenz von a, welche in der Resultante u 
des Systemes vorkömmt. Das Aggregat aller durch aë theilbaren Glieder sei a” A, so 
ist A die m® Potenz der Resultante der Gleichungen, =0,9,=0,...9,=o,wenn 
darin v =0 gesetzt wird. 

Der Beweis ist leicht zu führen. In den durch a” theilbaren Gliedern können ausserdem keine 
Elemente des Polynoms ọ mehr vorkommen, weil u der Grad ist, den in Beziehung auf alle diese Elemente 
hat. Das Aggregat a" A ändert sich also nicht, wenn wir 9= a x™ setzen. Vereinigt man aber die lineare 
Gleichung x = o mit den Gleichungen 9, = 0, % = 0, . . . p, = 0 zu einem Systeme, dessen Resultante 
X heissen möge, so gilt die Gleichung ọ = o als eine m fache Wiederholung jener linearen Gleichung, und 
wenn sie dieselbe im Systeme ersetzt, so wird die Resultante a" X”. Folglich ist A = X". 

6. Es sei ein Polynom ọ (x, y, %, . . .) mit n Variabeln und vom m*™® Grade gegeben, U die Resul- 
tante der n abgeleiteten Gleichungen 2=0o, = =0, 2 = 0, ete.'). Dann wird U in Beziehung auf 
die Elemente einer jeden dieser Gleichungen vom (m — 1)"='"" Grade, also in Beziehung auf die Elemente 
des ursprünglichen Polynoms vom n (m— 1)°=""" Grade sein. 

Werden die Zeiger der Elemente nach ihrer Stellung im Polynome o bestimmt, so sind in “? alle 
auf x bezüglichen Zeiger um 1 höher, als wenn sie nach ihrer Stellung in diesem abgeleiteten Polynome 


1) Wir wollen diese künftig einfach die Resultante des Polynoms 9 heissen. 


b* 


12 Schläfli. 


bestimmt wären u. s. f. Da nun U nach der im allgemeinen Falle gültigen Schätzung in Beziehung auf 
die Coëfficienten von 52 vom (m — 1)°=""" Grade ist, so hat man noch eben so viele Einheiten der Zahl 
(m — 1)" beizufügen , welche nach jener allgemeinen Schätzung die Summe der auf x bezüglichen Zeiger 
in U ausmachen würde. Also ist in jedem Gliede der Resultante Udie Summe der 


i 


gleichnamigen Zeiger m (m— 1)". 
$.6. Die nach den Elementen einer und derselben ursprünglichen Gleichung st 


genommenen Differential-Coöffieienten der Resultante sind mit den entsprechen- 


den Combinationen der Variabeln proportional. 
Beweis. Bezeichnet u die Resultante und variirt man bloss zwei in derselben ursprünglichen Gleichung 


vorkommende Elemente a und b, so dass die Endgleichung u = o erfüllt bleibt, so wird | 


“ day db =0 i 


da 


sein. Durch alle übrigen Gleichungen sind aber die Verhältnisse der Variabeln schon in Funetionen der 
Elemente dieser Gleichungen bestimmt und müssen daher gleichzeitig mit diesen als eonstant gedacht f: 
werden. Wenn nun p, g die mit den Coëfficienten «4, b behafteten Variabeln-Combinationen bezeichnen, 
so dass ap + bg zwei Glieder der linken Seite der isolirten ursprünglichen Gleichung sind, so folgt 


nothwendig z 
pda+ydb=o 


und hieraus di 
EASPA E.. ta 

Ps RA mae ai 
Die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes ist somit bewiesen. h 


Wir können uns auch so davon überzeugen. Wenn ọ (@, y, . - .) = 0 die betrachtete ursprüngliche 
Gleichung ist, und 2 (1), $ (2), . - - 9 (p) resp. die Werthe bezeichnen , welehe ihr Polynom annimmt, I 
wenn darin für v, y, - - . die Wurzelgruppen des Systemes aller übrigen Gleichungen, Vi, Yır ++ +3 


In Um >+-3 $ Las Yas - - - substituirt werden, so ist 


u=9(1)X Q, 


n wo O = ọ (2) X 9 (83) X -. - X (x) gesetzt wurde. Ist es nun der erste Factor, welcher das Verschwin- I 
den von u bewirkt, so dass die Elemente des Polynoms 9 der in Beziehung auf dieselben linearen Gleichung di 
o (1) = o genügen, und bezeichnet ò die vollständige Differentiation in Beziehung auf alle diese Elemente, 
so ist offenbar J i 

õu = Q X õy(1) =Q X (pa + göb + ete.), V 
eine Gleichung, die uns den ausgesprochenen Satz unmittelbar vergegenwärtigt. i 
Bemerkung Gehören zu einer und derselben Lösung der Gleichung u = 0 zwei verschiedene > 
Systeme von Werthen der Verhältnisse der Variabeln x, y, . - . , so dürfen diese nicht durch die Diffe- | f 
rential-Coëfficienten von u bestimmt sein; also müssen alle diese Differential-Coëfficienten verschwinden. ’ 
Ein solcher Fall kann unter anderm eintreten, wenn w einen potenzirten Factor hat, und dieser verschwindet. | | 
Wenn alle abgeleiteten Funetionen eines ursprünglichen Polynoms verschwin- E 
den, so sind die nach seinen Elementen genommenen Differential-Coöffieienten $ 
seiner Resultante proportional mit den Variabeln-Combinationen, welche mit den " 
betreffenden Elementen multiplieirt sind. ui" 
Wenn nämlich die abgeleiteten Polynome <€ , s „... verschwinden, so verschwindet auch das ; 
ursprüngliche Polynom ọ. Differentiirt man dasselbe nach den Elementen a, b, wenn wiederum wie oben " 
ap-+ bq zwei seiner Glieder bezeichnen, und beachtet, dass die abgeleiteten Polynome verschwinden, so | 
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ergibt sich pda + gdb=o, obgleich sämmtliche Variabeln als Functionen von a, b anzusehen sind. 
Ist u die Resultante, so folgt wieder wie oben 


2. duc du 
pP: q= e e 
Ist das ursprüngliche Polynom, mit mehr als zwei Variabeln, theilbar, so ist 
seine Resultante mit Null identisch. 
Es sei z. B. 9= ff’, so wird das System der abgeleiteten Gleichungen 


EtL =0,f L4 fE = o0, ete 


dæ dy 


auch durch die Annahme f =0, f' = o befriedigt. Da dies nicht hinreicht, um eine Relation zwischen den 
Elementen zu liefern, so muss die Resultante identisch verschwinden. 

Sind nur zwei Variabeln, das Polynom also begreiflich immer theilbar, so seien U, u, «w 
resp. die Resultanten der Polynome 9, f, f und V diejenige der Gleichungen 
f=o, f =0, soist 

U= V?uu. 


Wenn ein ursprüngliches Polynom als Aggregat von Producten mehrerer 
anderer Polynome (kein Theil des Aggregats darf einfach sein), deren Zahl geringer ist als 
diejenige der Variabeln, dargestellt werden kann, so verschwindet seine Resul- 
tante identisch. 

Es sei ein homogenes Polynom 4 (@, y, 2,...)=® M: f f;-- -); wo ® nur eine ganze 
Funetion, die nicht homogen zu sein braucht, de kein lineares Glied eS darf, f,fs>sf »-:- 


beliebige homogene Polynome der Variabeln v, y, ... bezeichnen, deren Anzahl geringer ist als diejenige 
dieser ursprünglichen Variabeln, so ist 


da dd df dö df' dy dè d dò d 
Be $ ? f AE KR 


de df de # df de ’ 53 af dy 


W af Ay . x ete. 


Das System der Gleichungen £? = 0, ete. wird durch die Annahme <2 =0, 47 = 0, etc. befriedigt. 
Da aber diese letzteren Gleichungen nicht hinreichen, um die Verhältnisse der Variabeln daraus zu 
eliminiren, so muss die Resultante von ọ verschwinden. 

$. 7. Ist u die Resultante eines Systemes, dessen erste (vollständige) Gleichung 
nicht niedriger ist als die zweite, und denkt man sich diese mit irgend einer 
Variabeln-Combination multiplieirt, welehe sie auf den gleichen Grad mit der 

‚ersten erhebt; differentiirt man ferner die Resultante v nach allen Elementen 
ersten Ranges und ersetzt ihre Differentiale durch die vermöge jener Multipli- 
cation homolog gewordenen Elemente zweiten Ranges, so ist das Ergebniss dieser 
ableitenden Operation mit Null identisch. 

Es sei D die genannte Operation, =0, 9%, = 0 die erste und zweite Gleichung des Systemes, 7 die 
Variabeln-Combination, durch welche Z9, von gleichem Grade mit ọ wird. Dann sind, wenn das System 
erfüllt ist, die Differential-Coöffieienten von v mit den entsprechenden Variabeln-Combinationen in ọ pro- 
portional; folglich Du proportional mit 79,. Da nun 4, = o ist, so muss Du immer gleichzeitig mit u 
verschwinden. Weil aber « untheilbar und Du in Beziehung auf die Elemente ersten Ranges um einen 
Grad niedriger ist als u, so kann, wenn jetzt wieder alle Elemente des Systemes unter sich unabhängig 
gedacht werden, Du nicht durch w theilbar sein. Folglich muss Du identisch verschwinden. 

Besteht das System aus linearen Gleichungen aa+by+...=0, daaz+by+ ...=0 ett., so 
kömmt das Gesagte auf folgenden bekannten Satz in der Theorie der Determinanten zurück : 


Schläfli. 

a.b.e. ie 
| Wenn A = es ‚ital +0 + EEEF 2 
Be ee A im 
| $. 8. Sind dien Variabeln x, y, z, ... eines Systemes selbst wiederum sämmtlich (hi 
| homogene Funetionen p Grades dern neuen Variabeln E,v,{....,und bezeichnet ® Pi 

die Resultante dieser nFunetionen, so dass ® =o durch Elimination der n —-1 Verhältnisse 

E:v:C:... aus den Gleichungen z—=0,y=0,2=0 etc. hervorgeht, bezeichnet ferner U die 

Resultante des ursprünglichen Systemes in x, y, z,..., und endlich Q die Resultante 
des transformirten Systemes in Ẹ, v, Č, ..., soist m 
I E JaA N + 
wo p das Product der Grade aller Gleichungen des ursprünglichen Systemes ip 

bezeichnet. 

Beweis. Die Resultante ® des Systemes der Substitutionen ist in Beziehung auf seine Elemente | 
vom Grade ny™™. Wenn m, den Grad der ersten Gleichung des ursprünglichen Systemes bezeichnet, so EN 
ist diese Gleichung, transformirt, in Beziehung auf die neuen Variabeln, auf die Elemente des ursprüng- f 
lichen Systemes und auf diejenigen der Substitutionen resp. von den Graden m, p, 1, m, Daher ist, wenn ik 
man nur diese Gleichungen berücksichtigt, die Resultante x des transformirten Systemes in den beiden (li 
letzten Beziehungen resp. von den Graden -2- p™—* und pp"”". Folglich ist Q in Beziehung auf die arena H 
der einzelnen Gleichungen des ursprünglichen Systemes resp. von den Graden ze, Bm 
#7, also von einem p™—'mal höhern Grade als U, und in Beziehung auf diejenigen der Bahsdintionkins vom £ 
Grade n pe", also von p mal höherm Grade als P. Nun sind aber bloss zwei Bedingungs-Gleichungen denkbar, i 
unter denen das transformirte System erfüllt sein kann. Entweder nämlich verschwinden nicht sämmtliche fs 
ursprüngliche Variabeln vx, y, z, .. . , und dann muss U = o sein; oder aber alle diese ursprünglichen : 
Variabeln verschwinden , und dann muss ® = ọ sein. Daher kann Q keine anderen Factoren als U und ® lie 
haben. Berücksichtigt man aber die oben ermittelten Gradesverschiedenheiten, so folgt nothwendig ig 

Q = br me, kan 

Sind die Substitutionen linear: v =À Ẹ + pv +... y=X&+gev..., ete. so geht ® in die del 
Determinante A = È + àp v .. . über, und wir bekommen Q = AU. Hl, 

Sind dagegen die Becken des ursprünglichen Systemes linear: Aa +uy +yz +... =0, F 
Natwy+...=0,ete., so geht Uin A über, und wir bekommen diese 

L= A9, 3 y 

Es gelten also folgende zwei speciellen Sätze: 

1. Wenn sämmtliche Variabeln durch lineare und homogene Substitutionen 
transformirt werden, so ist die Resultante des neuen Systemes gleich dem Producte F 
der Resultante des ursprünglichen Systemes mit einer Potenz der Determinante . 
der Substitutions-Coëfficienten, deren Exponent gleich ist dem Producte der 
Grade aller Gleichungen des Systemes. i. 

2. Es seien n homogene Gleichungen m*® Grades mit n Variabeln gegeben, und U sei ihre Resul- tan 
tante. Man multiplicire jede Gleichung mit einem beliebigen Factor und addire dann alle zusammen. 

Man wiederhole dies mehrere Male mit immer. andern Reihen von je n Factoren, bis endlich n neue 
= Gleichungen durch Addition entstanden sind. Ihre Resultante sei U’ und die Determinante der gebrauchten 
Factoren sei A. Dann ist 
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Sind alle Funetionen linear, so bekommen wir einen bekannten Satz aus der Determinantentheorie, 
der schon in $. 1 angeführt wurde. 

$.9. Es sei f (£, y, z, ...) ein homogenes Polynom m‘ Grades mit n Variabeln, U die Resul- 
tante der n abgeleiteten Gleichungen #7 = o , ete. Man transformire das ursprüngliche Polynom mittelst 
linearer Substitutionen x =à +py-+..., y=XX+wy-+..., ete., A sei die Determinante ihrer 
Coöffieienten A, p, ete. Endlich sei U’ die Resultante der abgeleiteten Gleichungen des transformirten 
Polynoms #£ = 0, = =0,.... Dann ist 


U' pen Amar U. 


Beweis. Da die Gleichungen 24 =0, £ = 0, . . . alle vom (m—1)'” Grade sind, so ist nach 
geschehener Transformation der Variabeln ihre Resultante Am" U. Es ist nun u = AEF = 
+A” SE + ...,ete., folglich die Resultante des Systemes der in Beziehung auf die neuen Variabeln 
abgeleiteten Gleichungen 


U == Am": x Ami)" U= Am (m—1):-1 U. 


Der Beweis kann übrigens auch so wie in §. 8 geführt werden. Denn das System der aus dem 
transformirten Polynom abgeleiteten Gleichungen kann nicht anders bestehen, als entweder, indem das 
ursprüngliche System, ohne dass die ursprünglichen Variabeln verschwinden, besteht, also U= o ist, oder, 
indem die linearen Substitutionen für x, y, x, . . . verschwinden, was A = 0 zur Folge hat. Nun sind die 
Gleichungen des zweiten Systemes in Beziehung auf X, p,... vom m“, folglich die Resultante U’ vom 
nm (m—1)°""*" Grade; sie hat also den Factor A" m" bekommen. 

$. 10. Wird die Resultante eines Systemes algebraischer Gleichungen voll- 
ständig differentiirt und das Differential jedes Elementes durch ein Element 
gleichen Ranges ersetzt, in welchem die auf irgend zwei bestimmte Variabeln 
bezüglichen Zeiger um 1 vermindert und um 1 vermehrt sind, und welchem über- 
dies der letztere um 1 vermehrte Zeiger als Factor vorgesetzt ist, so ist das so 
abgeleitete Polynom mit Null identisch. 

Beweis. Das System sei f; (@, y, 2,..)=ofi=1,2,3,...n], seine Resultante U. Man 
transformire mittelst der linearen Substitutionen v = Xa + py +yz +... Y= Næ + wy + ...,ete, 
die Determinante der Substitutions-Coëfficienten sei A. Irgend ein Glied der transformirten Gleichung 
sei, indem man das Element nach Rang und Zeigern bezeichnet, {a, B, y,.--hHa’y’zT...[a+ß+Y 
+... =m]. Der Coöfficient der höchsten Potenz von xv ist {m;, 0,0,...4= fi A,X,X,...). Aus 
diesem können alle übrigen mittelst der Taylor’schen Formel abgeleitet werden. Führt man nämlich die 

d 


Ableitungszeichen M = ea tei t.en Nm hv i + ete. , ete. ein, so istz. B. 


ax' 


"Mn... ; n” 
fa, Bs T e ehi = 1:8.:.B 1.0 5 fQ, K, A;a.) 


Vergleicht man die ähnliche Formel für {a—1, B+1, y,. .-};, so sieht man, dass 


M fa, B, y,- -hi = (B + 1). fa—1, BHI, Yso i 


ist. Da ferner MA = o ist, so erhellt sogleich, dass das Ergebniss der auf die Resultante A? U = U’ des 
transformirten Systemes ausgeübten Operation M mit Null identisch ist. D. h, es ist 


i=n d U' 
2,42 B+ 1). {a — 1,8+1, Yrrcdlı d [a,b 1%... 0% 


Da diese identische Gleichung keine Spur mehr von der Art der Entstehung der Elemente des trans- 
formirten Systemes an sich trägt, so gilt sie auch für das ursprüngliche System. 


16 Schläfli. 
Besteht das System aus den linearen Gleichungen 


az+by+tez+..=o, 
das+by+cdz+t...=0, 
da+by+cz+...=0, 
etc. 
und ist A die Determinante seiner Elemente, so kommt der so eben bewiesene Satz auf 


dA r da n" dà 
b da +b gt b da” F etc: =0 


zurück. 
Wird p = m, m, . . . m, gesetzt, so ist 


dU 
Ji AEN: AE" TR U. 


> Q 
PER AA T OR 


Diese Gleichung erhellt, wenn man ein einzelnes Glied der Resultante U betrachtet, aus dem Satz, 
dass die Summe der auf x bezüglichen Zeiger gleich p ist. 

$. 11. Hat man die Resultante der abgeleiteten Gleichungen eines ursprünglichen Polynoms darzu- 
stellen, so ist es passend, seine Coëfficienten aus einem litteralen Element und einem numerischen Factor, 
gleich der Permutationszahl der entsprechenden Variabeln-Combination, zusammen zu setzen. Das Analogon 
des vorigen Satzes lautet dann so: 

Wird die Resultante vollständig differentiirt und das Differential eines jeden Elementes ersetzt durch 
das Produet seines auf eine erste Variable bezüglichen Zeigers mit einem anderen Elemente, worin dieser 
Zeiger um 1 vermindert und der auf eine zweite Variable bezügliche Zeiger um 1 vermehrt ist, so ist das 
Ergebniss dieser ableitenden Operation mit Null identisch. 

Beweis. Ein ursprüngliches Polynom m“ Grades mit n Variabeln, f (@, y, Z, ...), gehe durch 
die linearen Substitutionn v =À & +py....y=Xa+..., ete. in 


Sa N Eou 
"sen: A — ja, b, 1... 2 y zT. 


über, so ist, wenn M, N, .. . dieselben Operationen wie oben bedeuten, 


l TAS 
1 


2 a 
TE e 


la Bt} = MEN), 


also 
Me fe ii 
Sind jetzt U, U’ resp. die Resultanten des ursprünglichen und des transformirten Polynoms , so ist 


U a Am (m—1y-1 U, 


also MU' =o, woraus sich die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes ergibt. 
§. 12. Es sei u die Resultante des Systemes von » Gleichungen 


ACOE ..)+hpa+gy+...)”"=o, 
f@;4--)+hpz+gy+--)"=o, 4 
eté., f 
wo f, f, . . . vollständige homogene Polynome m“ , m”"™,... Grades der n Variabeln v, y,. .. und 
h, k, ...., p,q,» . » beliebige Constanten bezeichnen. Man verlangt den höchsten Grad zu kennen, 
den u in Beziehung auf alle n Factoren A, X, W, . . . erreicht. Das System kann durch Folgendes ersetzt 
werden, welches eine Variable w und eine lineare Gleichung mehr enthält: 


4 
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3 dam- 
L Factor, 
Analogon 
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pE + qy +... — sw =0, 

f@.y,..:.)+h"w"—=o, 

f£, Yr.) + ks wo, 
etc. 


Wird das Product mm m” ... = r gesetzt, so bleibt der Grad der Resultante in Beziehung auf die 
Coöffieienten des Polynoms f und auf hs™ wie vorher, nämlich — , und die Summe der auf w bezüglichen 
Zeiger wird m sein. In irgend einem Gliede der Resultante seien A,a,@,...resp. die Exponenten der 
Elemente — s, hs", k s”,..., deren auf w bezügliche Zeiger offenbar I, m, m, ... sind. Dann ist 


it amt ampi.. =T: 


Es sei keiner der übrigen Grade niedriger als m, so ist 


ata ta t...) mZr—ìÀ, 
also : 


apa pa” + Se 


Also ist, wenn wir wiederum das erste System betrachten, der Grad seiner Resultante u, 
in Beziehung auf alle Faetoren h,h',.... zusammen, höchstens gleich dem Grade, 
den u in Beziehung auf die Elemente der niedrigsten Gleichung des Systemes 
erreicht. Ist m kleiner als alle übrigen Grade, so kann für das höchste Glied nur à — en nie, 
a= -= sein. Das höchste Glied ist also dasjenige mit 3°'”, und die mit dieser Potenz multiplieirte Func- 
tion der übrigen Elemente ist die m“ Potenz der Resultante des Systemes der n Gleichungen 


pe+gy+...=0, 
Fear 
f(@, y,-.)=o, 


etc. 


$. 13. Es sei u die Resultante eines ursprünglichen Systemes. von n Gleichungen zwischen den 
n Variabeln ©, y, x, .. .; ihre Grade seien resp. m, M, M’, .. . Man bilde eine Anzahl v von beliebigen 
Variabeln-Combinationen p, g, . . . desselben Grades À, und denke sich ein seeundäres System von v Glei- 
chungen mit den v Variabeln £, v, ¢, ... und von den Graden Bo Mses... , wo die Coöfficienten erst 
noch zu bestimmen sind. In diesen vollständig gedachten Gleichungen setze man für einen Augenblick 
P» 4; +. . resp. an die Stelle von&,v,... , so wird man v Reihen neuer Variabeln-Combinationen erhalten, 
welche resp. von den Graden Àp, Aw, Ap’,... sind. Keiner dieser Grade darf den höchsten der Grade 
m, m, m", ... des ursprünglichen Systemes übertreffen. Man multiplieire nun die v Reihen resp. mit 
beliebigen Combinationen #, 7, !’,... der Variabeln T, Y,..., um sie mit Gleichungen des ursprüng- 
lichen Systemes, deren Rangzahlen a, a, a” » +. . sein mögen, auf denselben Grad zu erheben. Wieder- 
holungen derselben Rangzahl, und die Einheit (Nullgrad) unter den Combinationen Z, #, . . . sind nicht 
ausgeschlossen. Man nehme dann die Differential-Coöffieienten von u nach denjenigen Elementen des 
ursprünglichen Systemes, welche in Bezug auf Rang und Zeiger den v zuletzt erhaltenen Reihen von 
Variabeln-Combinationen entsprechen, und setze sie als Coöffieienten der Combinationen von E: VECES A 
multiplieirt mit den Permutationszahlen dieser letzteren, ins seeundäre System hinein. Nach geschehener 
Elimination der v—1 Verhältnisse &:v:C:... habe man U als Resultante dieses zweiten Systemes 


gefunden. Wenn nun p der niedrigste Grad seiner Gleichungen, T = pp”... das Product aller Grade, 


Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl.v. Niehtmitgl. e 
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und o = = + = + -Z + ...der Grad der Resultante U in Bezug auf alle Coëfficienten des secundären 


Systemes ist, so behaupte ich, 
dass U durch u’ *theilbar sei. 


Denn, wäre das ursprüngliche System erfüllt, so wären die Differential-Coëfficienten von u mit den 
entsprechenden Variabeln-Combinationen proportional , und die Gleichungen des secundären Systemes 
erhielten die Gestalt 

Ipi+go+..)'=0, (pE + go +...) = 0, etc., 


wären also erfüllt, sobald nur die einzige Gleichung pE -+ gv + .-. = o erfüllt ist. Die Resultante U 
würde daher schon von selbst verschwinden. Dadurch ist eine Potenz von u als Theiler von U angezeigt. 
Um nun den Exponenten dieser Potenz von w zu finden, denken wir uns sämmtliche Grössen des ursprüng- 
lichen Systemes um verschwindende Ineremente erster Ordnung von den das System befriedigenden 
Werthen verschieden, so dass auch u zu einer Grösse erster Ordnung wird. Dann werden auch die 
Differential-Coöffieienten von u nur um Grössen erster Ordnung von der Proportionalität mit jenen Varibeln- 
Combinationen abweichen; und das seeundäre System wird sein 


IpE+go+..J’+PG,0%,..)=0, 
DE + Qu +. HER), 


etc. , 


wo 9, %,... Polynome vom pen, we, ... Grade bezeichnen, deren Coöffieienten verschwindende 
Grössen erster Ordnung sind. Wenn nun p nicht grösser als irgend einer der übrigen Grade p, a", .». 
und r= pp”... ist, so ist nach $. 12 die grösste Dimension, welche die Resultante U in Beziehung 
auf die endlichen Grössen #, ?,... haben kann, Z. Da aber Uin Beziehung auf alle Coëfficienten des 
Systemes zusammen vom Grade s = — + +... ist, so folgt, dass U in Beziehung auf die verschwin- 


p 
denden Grössen erster Ordnung vom Grade s — — sein muss, d. h. U ist von derselben Ordnung mit 


T 


o— — 


"UET EF 


woraus sofort — wegen der Untheilbarkeit von u — die Richtigkeit unserer Behauptung erhellt. — Noch 
höhere Theilbarkeit oder identisches Verschwinden von U sind natürlich nicht ausgeschlossen. Wir wollen 
Fälle, wo das letztere geschieht, noch näher bezeichnen. Es sei 2- der Grad von u in Beziehung auf die 
ursprünglichen Elemente ersten Ranges, p, > - » - die Grade derjenigen Gleichungen des seeundären 
Systemes, in denen Differential - Coëfficienten von u jenes ersten Ranges als Elemente auftreten, 

=h der Grad von U in Beziehung auf sämmtliche Differential-Coëfficienten ersten 
Ranges, endlich p der Grad der niedrigsten Gleichung des secundären Systemes, so ist 2 — p der Grad 
des Quotienten U : w-":* in Beziehung auf die ursprünglichen Elemente ersten Ranges. Dasselbe seien 
die Unterschiede 2 —- — en H-— p", . . . in Beziehung auf den zweiten, dritten, . . . Rang. Wird 
nun einer dieser Unterschiede negativ, so muss U identisch verschwinden. Ist sogar die Summe aller dieser 
Unterschiede 8-— 9 negativ, so muss a fortiori U verschwinden, (s bezeiehnet den Grad der Resul- 
tante u in Beziehung auf ihre sämmtlichen Elemente); noch mehr, wenn v>s. 

Besteht das ursprüngliche System aus lauter linearen Gleichungen, so muss im seceundären Systeme 
=p =p =... = l sein, Dann ist o = v und daher U durch u‘ theilbar. Der Quotient der Division 
ist uns aus der Determinantentheorie bekannt. Werden nämlich im Schema einer Determinante A vom 
n Grade v beliebige Verticalzeilen mit Ẹ, v, .. und ebenfalls v Horizontalzeilen mit den Rangzahlen 
a, a, a”, . .. (Wiederholungen derselben Rangzahl seien jetzt ausgeschlossen) bezeichnet, und in die 


Kreuzungspunkte beider Arten von bezeichneten Zeilen die betreffenden reciproken Elemente gesetzt, so 
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ist ihre Determinante gleich dem Producte von A’! mit der Determinante der im Schema nach Streichung 


-aller bezeichneten Zeilen übrig bleibenden ursprünglichen Elemente. 


Werden das ursprüngliche System und seine Resultante x durch ein einziges ursprüngliches Polynom f 
und die Resultante seiner abgeleiteten Gleichungen #7 = 0, ete. ersetzt, so gilt der obige allgemeine Satz 
auch hier für die Resultante U eines seeundären Systemes , worin die Differential-Coöffhieienten von u, mit 
Permutationszahlen multiplieirt, als Elemente erscheinen. Man kann auch das secundäre System durch 
ein einziges Polynom und seine abgeleiteten Gleichungen ersetzen. Da der Beweis mit dem vorigen 
zusammenfällt, so brauchen wir hierbei nicht zu verweilen. 

Wir behandeln in den folgenden $$. zunächst einen Fall, wo wir den Quotienten angeben können, 
nämlich den, wo die Rangzahlen a, a', a”, . . . alle gleich und die Gleichungen des seeundären Systemes 
sämmtlich linear sind, dann solche specielle Fälle, wo eine höhere Theilbarkeit namentlich durch u°-! statt- 
findet, und zeigen endlich an anderen Fällen durch direete Rechnung, dass wir im Allgemeinen keine höhere 
Theilbarkeit erwarten dürfen. 

$. 14. Es seien vv äquidistante Differential-Coöffieienten der Resultante u, sämmt- 
lich von gleichem Range, in ein Quadrat geordnet, so istihre Determinante durch u! 
theilbar. Sie wird mit Null identisch, wenn v den Grad von u in Beziehung auf die 


‚ursprünglichen Elemente jenes Ranges übersteigt. 


Wenn die Coöfficienten der ursprünglichen Gleichung f (x, y, - . .)= 0 jenes genannten Ranges 
bloss durch ihre Zeiger bezeichnet werden , so möge der Differential-Coöfficient 


du 
dfan, B+, Hz? 


woa+n+B+0+y+x+... =m sein muss, zuerst durch Variation der Gruppe a, B, Y, =». eine 
Reihe von v Gliedern.liefern; dann mögen durch Variation der Gruppe 7, 0, %,... eine Anzahl v solcher 
Reihen entstehen. Die Determinante der so erhaltenen vv äquidistanten Differential-Coöfficienten 
heisse ©. Das Product der Grade aller übrigen Gleichungen des Systemes sei p, unda,:yı:. 
Dr Yai. ejere. Cpi Yy: e. die Wurzelgruppen derselben, f (1), f)». 
gruppen entsprechenden Werthe des Polynoms f (@, y, . . .). Dann ist 


. 
CER 


. . f (œ) die diesen Wurzel- 


araf D D a 


und - 
du ee BU: l 
n Eya a F a a ren ... a EA re E 
Atm PERIA aAA ae aT j 
=u {mA + pX +.. Ht MX} 
wo 
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COTAR 2 


gesetzt wurde. Wenn nun die Gruppe a, B, y, ... variirt, so möge X in Y, Z,... , und wenn N bA Sunda 
varüren, so möge p in g, r, ... übergehen. Nehmen wir der kürzeren Darstellung wegen v = 3 an, 
so wird 


N ya. . 


Q =w. | ZpX.IpY. pZ] =w. peaa N A kaei > 
ZygX.29Y.%g4Z Bla: 15 A, Z 
ZrX.2rY.3rZ Er 
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also nach einem bekannten Satz: 
2=W.2 Pı fa Ta X X FZ ’ 
Po- Me Th D CR A 
I Re 2 D EE yA 


wo die Summe X sich auf alle Combinationen abe erstreckt, welche aus den unteren Zeigern 1, 2, 3, .. -p 
gebildet werden können. Wenn nun w verschwindet, so wird im Allgemeinen nur einer der x. Werthe, 
welche das Polynom f durch Substitution der Wurzelgruppen erhält, zugleich verschwinden. Dieses 
geschehe durch die erste Wurzelgruppe. Dann werden nur pi, ga, 7, von der Ordnung —- sein; alle 
ähnlichen Funetionen der übrigen Wurzelgruppen bleiben endlich. Da nun 2 in Beziehung auf pis fis Ti 
linear ist, so ist Q von der Ordnung «ë . —, d. h. durch «° theilbar. 

Oder so. In der Determinante È + p, gar, haben alle sechs Glieder einen und denselben Nenner 
fF -f © - f (e) , welcher in u aufgeht. Mit u multiplieirt, werden also diese und alle ähnlichen Deter- 
minanten zu ganzen Functionen. 

Setzen wir auch das secundäre System aus höheren Gleichungen zusammen und geben ihm, wie vor- 
hin, lauter Differential-Coöffieienten desselben Ranges a zu Elementen, so dürfen wir auch da keine höhere 
Theilbarkeit erwarten. Das seeundäre System wird folgende Form bekommen : 


\ 


4 2 


(mEpo +.. er Got...) t ete} = 0, 
fe) 


u 


f) 
js Fa CH ‚ | 
u 170) (mEt pe +.) LFE heh + ete} =, 


ett., 


wo p, q, » » . Combinationen gleichen Grades der Variabeln x, y, . . . , und ź, f,#’,... ebenfalls Com- 
binationen derselben Variabeln bezeichnen, durch welche die totalen Combinationen 1p* , #p", ete. auf 
gleichen Grad mit der ursprünglichen Gleichung vom Range a erhoben werden, und wo die nach den 
Zeigern 1, 2, .. . fortschreitenden Summen sieh auf die Wurzelgruppen des Systemes aller übrigen 
ursprünglichen Gleichungen beziehen. 

Sind alle Gleichungen des seeundären Systemes vom selben Grade p, und ihre Anzahl v gleich der- 
jenigen der Wurzelgruppen, so ist die Resultante des secundären Systemes 


TED EN BEE TI I AP I» DPI 


ae, BEL RB ET 


Da sowohl das Quadrat einer alternirenden Function als auch das Produet zweier alternirenden 
Funetionen in eine symmetrische Function übergeht, so ist hier, p mag gerade oder ungerade sein, der 
Quotient immer eine symmetrische Funetion der Wurzelgruppen. Da er übrigens die Elemente der Glei- 
chung f (©, y, ---)=0 nicht enthält, so kann er auch nicht durch « theilbar sein. Es findet also keine 
höhere Theilbarkeit Statt. 

$. 15. Wir wollen nun den Fall untersuchen, wo das ursprüngliche System nur aus zwei Glei- 
chungen besteht, und das seeundäre demselben genau nachgebildet ist. Setzt man y = 1 , so mögen die 
zwei Gleichungen 


fi) = ün T” + ete. = 0, 


(x) = b r + ete. = b, (2 — 2) (1—2) . . - (2—ı,) = 0 
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das ursprüngliche System ausmachen. Dann ist 
u = br fa) f (2) - - - f(@, 
du = æ 
ldo e fæ 3 
f (æ) 

(trt) (U, 93) o (2—2) 

du u Ga | du u AT 
E a E ni Berl Ir TEN : 

I db, b, Im = fe) T se b, fæ) 


Das secundäre System besteht also aus den zwei Gleichungen 


und wenn 9, = 


, ete. gesetzt wird, 


(x, &E+v)" u 0 (x, E+ 

% =o md — p 
S fe) u fæ) 

Nimmt man nun an, die Wurzel æ, erfülle beide ursprünglichen Gleichungen, so ist, wenn m >n, nach $. 12 


in Beziehung auf die verschwindenden Grössen u, u’, u, ... das niedrigste Glied der Resultante U des 
secundären Systemes 


wet PS (2. — Ss) n 
2 : 
b (fe) | f@) | 


Setzt man f(x) = (x —x,) g (x), so müsste also, wenn ein höherer Divisor als u” existirte, die Summe 


&— a) 

g (x) 
verschwinden. Da aber v, von den Coëfficienten des Polynoms g(x) unabhängig ist, so wird dieses im 
Allgemeinen nicht geschehen. 


2 


Wenn aber m= n ist, so multiplieire man die erste Gleichung mit 2- und addire sie zur zweiten. 
Man wird das System 


Et) u 0—0, S 
a Te , pian mEt} =o 


erhalten. Nach dem zweiten speciellen Satz in §. 8 hat dieses System dieselbe Resultante U wie das 

ursprüngliche. Ihr niedrigstes Glied in Beziehung auf « ist 
u” 0,0, 

ba (f (@))' f) 


Soll nun eine höhere Theilbarkeit von U als durch w” stattfinden, so muss die eingeklammerte Summe 
verschwinden. 


jn+2 (— 2)" y. 


Um dies im Besonderen zu untersuchen, setzen wir zuerst n=ĉ , 


f[@)=@— a -y , pæ) = e—a) p. 


Dann wird 


— —? 
f Q =a— y , f (= 2p— a- y , 0 = = u, 


also die fragliche Summe 


= 0. 


EEE as E E DSa EEE ii a E a 


aa 


a serae amt i ae aa aa 


Se 


SaSaD u N = 
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Hier ist also höhere Theilbarkeit vorhanden. In der That hat das System der Gleichungen 


aţ+be+e =o , dA +b'r+c=o 
die Resultante 
u = (ab — d b) (be—be) — (ed — ca), 


und wenn nun 2+ , 25 ,... an die Stelle von a, b, .. . gesetzt werden, so ergibt sich 
U=16uw. 
Werden dagegen zwei kubische Gleichungen 
ft) = (2—a) (#+hc+k)=o, ẹ (x)= (a —0) (x — p) @—Y)=o 


gesetzt, so wird der Ausdruck, auf dessen Verschwinden es hier ankömmt, nach einigen Reduetionen 


Cap- |, B+r+h | ap! p (a— p y O 
(a—P) (a—y) Reri (a— b) (thith) (a—y) (PHB [- 
| Man braucht aber z. B. nur Æ unendlich gross sich zu denken, um einzusehen, dass dieser Ausdruck nicht 
If verschwinden kann. 
I $. 16. Ein Fall von höherer Theilbarkeit ist der, wo beide Systeme aus mehreren linearen und nur 
| einer höheren Gleichung bestehen, und wo die Rangzahlen a, œ, @,... (siehe $. 13) sämmtlich ver- Hefa 
| schieden sind. Mil 
| Es seien Tenen 
i ax +by +ez +... +gv +hw +... =0, $ 
az +by+tecz +...+9e +hw +... =0, Di 
az +by+tez +... +g +hw-+... =o, | 
a,e+b,y+e,2+-.-..+9,e+hw+t....=0, | \ 
alas LEE AS fle, N 
f@;y.2;.-- %»w,...)=0 null 
n — 1 lineare Gleichungen und eine m“ Grades mit den » Variabeln v, y, z,... v, w, ... Den Horizontal- = 
zeilen der Elemente der linearen Gleichungen denke man sich noch die Zeile | z 
| DEN a T a aE 
über deren Elemente wir bald verfügen werden, übergesetzt. Die Determinante aller nn in ein Quadrat W- 
geordneten Elemente heisse A. Bezeichnet man nun die reciproken Elemente durch Einklammerung der | 4h 
entsprechenden ursprünglichen , so ist die Resultante des Systemes Io yi 
ER 
l 
u =f ((4 , (B), (0), ... (G), (H),...). ul hi 
Die Werthe der abgeleiteten Funetionen f; , fys fas e- +o frs fes ++ +» wenn darin x = (A), y = (B), | 
etc. gesetzt werden, seien jetzt 
EEE Rn Akoh 
so ist 
A=mu, 
du _ BAD LLC a: |; — B!@ KAG) = m 
m da n rrieta T ee T= lo, 
ete. 
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Das secundäre System bestehe nun aus v—1 linearen und einer Gleichung p‘ Grades mit den 
v Variabeln £, v, Č, . . . Als Coöfficienten der linearen Gleichungen nehme man die auf die v ersten Elemente 
a,b,... der v—1 ersten ursprünglichen Gleichungen bezüglichen Differential-Coefhieienten von «v, und als 
Coöfficienten der höheren Gleichung solche Differential-Coöfhicienten letzten Ranges, welche der aus den 
v ersten Variabeln v, y, . . . gebildeten Reihe von Combinationen p“ Grades , multiplieirt mit irgend einer 
Combination (m — p) Grades aus den n Variabeln x, y, .. .v, w, ... entsprechen, und gebe denselben 
noch die Permutationszahlen der betreffenden Combinationen von Ẹ, v, C, ... zu numerischen Factoren. 
Dann wird das secundäre System in folgender Gestalt erscheinen : 


(a) E +0) + ()t+...=0, 
(a) E+E +---=0, 


T{(4 E+ (B)o+(0)t+...}*=0, 


wo in der letzten Gleichung 7' irgend eine Combination (m— u)" Grades der Grössen (A), (B), .. 
(G) , (H), . . . bezeichnet. Die Resultante dieses Systemes ist 


er ee a a aa 


(a) g (b) $. (e) es Jue h,e nes -n J, h,- S 
(ed): (Bi. S et E: 


Hier findet wirklich höhere Theilbarkeit Statt. Denn nach dem allgemeinen Satze in §. 13 wäre bloss eine 
Theilbarkeit durch «© =2*+! zu erwarten. Bezeichnet o den Grad von U in Beziehung auf ihre explieiten 
Elemente, so ist o = (v—1) p + 1, also U durch u°”' theilbar, anstatt bloss durch u°"*. 

Stimmt das secundäre System genau mit dem ursprünglichen überein, indem v = n, p = m wird, 
so ist 


ES er ; 


$. 17. Besteht das ursprüngliche System aus den abgeleiteten Gleichungen eines Polynoms 
f£, Y Zs...) mitn Variabeln und vom m” Grade, und werden die Differential-Coëfficienten von w, 
multiplieirt mit den betreffenden Permutationszahlen, für die einfachen Elemente in der Function u substi- 
tuirt, so ist nach $. 13 das Ergebniss U durch die (a—1) (m — 1)"7"* Potenz von u theilbar. Wir wollen 
im Folgenden die drei besonderen Fälle, wo n = 2, m =3, wo n = 2, m = 4, und endlich wo n = 3, 
m = 3 ist, in Beziehung auf höhere Theilbarkeit untersuchen. 

I. Das ursprüngliche Polynom sei aa’ +3b°y+3cwy’+dy’. Seine Resultante ist u = 4 (bd — c°) 
(ae — b) — (be— ad)’. Setzen wir der Kürze wegen b d— e = a, be —a d = B, ac — b’ = y , so dass 
u = 4a y — ß? wird, so haben wir 


Je = =A=?2ca+ d, A ABa 68, „E=l-aac, n5 =D =2by + af, 


und hieraus nach einigen Reductionen 
BD— © =yŅyu, BOC— AD =— Bu, AC— P’ =au. 


Also hat das secundäre Polynom 
dus -UU Bi 
Te 


du s 
7a? 
die Resultante 

U= 16. 
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Die allgemeine Regel gibt bloss den Divisor «°. Es findet also in diesem Falle eine höhere Theil- | | 
barkeit statt. 
Diese Formel wird von Cayley in Crelle XXIX, S. 54, erwähnt und Eisenstein zugeschrieben, 
I. Das ursprüngliche Polynom sei 


az +ıba’y+6cay’+hday’+ey. 


Die Resultante u desselben ist von Cayley (Crelle XXX, S. 19) in einer sehr merkwürdigen Form 
gegeben worden. Ich gelange auf folgendem Wege dazu. Eliminirt man aus den abgeleiteten Glei- 
chungen 


Ward 


as +3bx’y+3exy’+dy =o, N | 
ba’+3ca’y+3dzy’+ ey’ = o 


resp. æ? und y’, so erhält man 


3 (ae — ba’ + (ae— bd)y’—= — 3 (ad— be) yz, ‚Den 
(ae—bd)a’+3lee—d’)y’— — 3 (be— cd) yz. 


Multiplieirt man diese zwei Gleichungen mit einander und beachtet die identische Relation 


(ae — b’) (ce— d) — (ad— be) (be — ed) +(ae—bd)(bd— e) =o, ND 
eD 
so findet man die resultirende Gleichung durch ae — bd theilbar und bekömmt: mw 
3(ac—b’) r*+ (ae—bd)r’ y +3 (ce—E)y = 9 (bd— e?) ey á 
oder 
Be (arter y +ey) — 3 (br +Hdy) + (ae—tbd+3 e) zy =o. In 
Da nun an (N 
aater’ y + ey' =— teybe tH er y+ dy’) 1 
ist, so folgt inene 
i — ba’+2ery+dy’) +'/lae—tbd+3 eey =o, 
und, wenn man 
ae—*4bd+3 e = 3p | gde 
setzt und die Gleichung in Factoren zerlegt , 
bx’ +(2e—p) ry+ dy =o. I Dr 
Combinirt man diese Gleichung mit den Gleichungen (1), so erhält man leicht das System ni, 
u  +20æy+ (e+e) =o, | ipa 
bx’ +(2e—p)ery+ dy’=o, N 
+ +2day+ ey=o, in 
und indem man hier ©’, 2y, y? wie unabhängige Grössen behandelt und eliminirt, 
a.b.c|—p'=o 
b.e.d 
e:d.®e 
Macht man diese Gleichung rational, so erhält man die gesuchte Resultante u 
u=27 |a.b.e’—(ae— tbd+ 3er. 
b.c.d Sid] 
ce» de | 
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Um abzukürzen , setzen wir 


A= ja.b.c], die reciproken Elemente a. 
b.c.d ß. 
e.d.e Te: 


ß. 
Se 
ò. 
J = c — ty =ae— tbdd +3 e. 


du ,, du du 


= 7 m ae ar mit 3 dividirt, so erhält man folgendes Schema 


d i EEE; 
Werden nun er 


/s 


18a A—eJ. IBA + dF. (67+3)A — eJ? 
IBA +HAdF . (6y +39A— cI. 9A + bJ? 
(6y +394 — cF. IA HIF. 18:A— aJ’ 
Die reciproken Elemente sind mit Weglassung des Factors u: 


3SaA—eJ. 66bA+8J.3cA—yJ 

6bA +8I.12cA—cJ.6dA+PBJ 

3cA—yJ. 6dA+BJ.3eA—aJ. 
Die Determinante des ersten Schemas ist 2u’A, die mit <— +y analoge Grösse ist —u.J°. Wenn man 
nun wieder den weggelassenen Factor 3 hinzunimmt, so erhält man durch Substitution von ehe 
anstatt a, b, .. . in der Function u, als Resultante des seeundären Systemes 


U = 729w (108u A? + J°) = 729 (544A —J'F . 
Der Satz in $. 13 gibt aber auch schon eine Theilbarkeit durch «è. Wir sehen nur noch, dass der Quotient 
ein Quadrat ist und sich bloss mittelst A und J ausdrücken lässt. 
II. Wir wollen endlich den Fall eines kubischen Polynoms mit drei Variabeln betrachten. Durch 
lineare Substitutionen kann dasselbe im Allgemeinen auf die Form 
"+y+Ff—Iaryz 


gebracht werden. Die abgeleiteten Gleichungen sind 


a—ayz=0, y—arz=o, —ary=o. 
Die vier Wurzelgruppen des Systemes der beiden letzten sind 1:0:0, L:a:a, 1:ia:#a, 1:Fa:3 a, 
wo i, i” die imaginären ikwurzeln der positiven Einheit bezeichnen. Werden nun im ersten abeeleiteten 
‚”d ären Kubikwurzeln d sit Einheit b h Werd rsten abgeleitet 


Polynom die Wurzeln dieser vier Gruppen substituirt,, so gibt die erste Substitution 1, und jede der drei 
folgenden 1 — a. Folglich ist die Resultante (1 — œ}? . 


Jetzt sei f(x, y, 2) ein vollständiges kubisches Polynom mit litteralen Elementen. Seine Resultante u 
wird in Beziehung auf diese vom 12. Grade sein. Es sei ferner 


Em c+p y+vz 
y =X e+p yyy , a) 
Ri Vx + vyp z } 
T Ta Bary z =f(e, Y, 2), 
und A die Determinante der Elemente der linearen Substitutionen. Dann ist nach $. 9 
u= A? (1—a)". (2) 
Sind Z, m, n, l’, . . . die reeiproken Elemente von A, so ist Ar=la +my+nz, ete, 


fü m, n) = fU, m, n’) = fl", m, n’) = A, (3) 


Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. d 
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und wenn die beiden Ableitungen, wo die Differentiale von /, m, n resp. durch 7, m’, n und !’, m”, n” ersetzt 


NA A 


werden, durch die Symbole d, ò” angezeigt werden: 
60= ò ù" fll, m, n= — 3h. (4) 


Differentiirt man das System der Gleichung (1) wiederholt nach den einzelnen Variabeln v, y, z, so 
wird man die Differential-Coöfüicienten in Function von x’, y, g erhalten. Unterscheidet man dieselben durch 
die als Zeiger untergesetzten Variabeln, und ersetzt v, %, x, v’, y, z gleichzeitig durch I, m, n, A, 0, o, 
so erhält man 


fl, m, n) = AA, etc. (5) 


1/s fa (l m,n) = (2 — 2a X X”) A, 
fa (l m, n) = (Zip — a A'u” HA” w))A, > (6) 
1/s fa (bm, n) = (2 ìàv—a (X v" +" Y))A. 


Wir wollen nun die Gleichungen (3) und (4) in Beziehung auf die zehn unter sich unabhängigen Elemente 
des Polynoms f vollständig differentiiren , indem wir a, A, œ, . ... als ebenso viele Functionen derselben 
betrachten. Sind in einem Ausdruck jene unabhängigen Elemente explieite vorhanden, so soll die nur auf 
sie bezügliche Differentiation mit D, die nur auf die Functionen bezügliche mit ð, endlich die vollständige 
Differentiation mit d bezeichnet werden (also d= D + d). Werden endlich die Differentiale der ursprüng- 
lichen Elemente, wie es das Bildungsgesetz des seeundären Polynoms erfordert, durch die entsprechenden 
mit ihren Permutationszahlen multiplieirten Combinationen der neuen Variabeln Ẹ, v, Ç ersetzt, so mögen 
für diese ableitende Operation die vorigen Zeichen ebenfalls gelten. 
Setzen wir nun, um abzukürzen , 


p=lE+mo+nt, p=eli+mv+nt, p" =l E4m" otn" g, 
so ist 
Df(l,m,n)=p, ete, DO=pp p" 
Ferner ist nach (5) 
df (l, m, n)= 34° (Adl+pdm+vdn), 
oder, da 
dA—=/dA+mdp+ndv+id/+pdm-+vdn 
ist, 3 
dfl, m, n)=d . A — 3A (ldi+-mdptndv). 


Wenn aber die erste der Gleichungen (3) vollständig differentiirt wird, so haben wir 


d. A= +9 fll,m,n). 
Folglich ist 
3 A? ((dàìà+mdypy+ndy) =, 
3A (dN pm de +r dy) =p",)(7) 
3 A? (vd yM +m’d Ti +n”d v”) t p”. 
Durch Addition aller drei Gleichungen ergibt sich 
3A? dA=d. A= +p +p. (8) 


Bezeichnen wir eine Differentiation, die sich nur auf /’, m”, n” erstreckt, mit d’, und enthält das 
Object der Operation ò” die Grössen l’, m”, n” nicht, so ist 
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d d D 
dv’ 8% = dl” fi d UA | di = es 
ou = dm ` k dn ’ 


also à 


6% Q= (41".ð f+ dm”. ðf, +dn" ðf.) (lm, n). 


Um hier die rechte Seite zu redueiren, müssen wir die Gleichungen (6) mit 7, m, w multipliciren und 
addiren. Wir erhalten 

ò f (l, m, n)= — 3 a XA? , 

ò f, (m, n)= — 3 ap" A’, 


ò f. (l, m, n) = — 3a v”A’. 
Also ist 


65 Q = —3 aL QAAL ypa m +v dn” )—= —a (p+ p°) 


wegen (7). Da Q durch Vertauschung von Accenten nicht geändert wird, so ist ebenso 


a a eier 
aber ð = b +b +19’; also endlich 
99-2 +"), 
60 = 6pp'p"— 2a (Hp +p”). 
Die Gleichung (4) gibt also jetzt mit Beiziehung von (8) 


Ada=— 2ppp'— al’ Hp +p). 


Durch diese Formel und (8) sind wir. endlich in Stand gesetzt, die Gleichung (2) vollständig zu differen- 
türen. Es ergibt sich 


du =A (1—a') { (8 — a) (Pp +p") + 18a pp p"). 


Da das secun däre Polynom auf der rechten Seite in der bekannten reducirten Form erscheint, so 
können wir mittelst des §. 9 seine Resultante U ohne Mühe angeben. Es ist 


U = u° . A” (4 — a°)? { (4 — a)’ +216 a8}? 
= u". A" (a — a°) (4 — a) (4 — e” a°) (daR), 


wo die Wurzeln der Gleichung (x+ 1)? —2=o durch e, €’, <” bezeichnet sind. Es gibt also keine höhere 
Theilbarkeit, als bereits aus §. 13 folgt. 

$.18. Cayley in seinem Mémoire sur les Hyperdeterminants (Crelle XXX, S. 1) betrachtet Polynome ® 
von der Form q v, £, +b 2,9 +eyı + dy,y, die in Beziehung aufallen Variabeln einer jeden der m Gruppen 
Cis Yis e e e Wi Bos Yas. ee Woher ee} Cus Yms- -+ Wa homogen und linear sind, und spricht unter anderm 
auch von der Resultante U aller abgeleiteten Gleichungen eines solchen Polynoms. Es ist klar, dass, wenn 
immer die gleichnamigen Variabeln aller Gruppen einander gleich gesetzt, und daher die unterscheidenden 
Zeiger weggelassen werden, das Polynom ® in ein gewöhnliches vollständiges homogenes Polynom 
f£, Y, --. w) vom m Grade übergeht. Es ist ferner klar, dass, wenn in ® die Coöffieienten aller 
Variabelnproducte, die sich nur durch Permutation der auf die m verschiedenen Variabelngruppen bezüg- 
lichen Zeiger unterscheiden , einander gleich gesetzt werden , dann alle auf gleichnamige Variabeln bezüg- 
lichen Differential-Coöffieienten, wie 22 , 22 “® in einen und denselben n 


azı dpa S "dam 
früheren mn abgeleiteten Gleichungen werden dann auf die n Gleichungen 


IE LE 


m de "m dy 


df .. . 
<f übergehen. Die 


d* 
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zurückkommen ; und wenn die Resultante u dieser letztern verschwindet, so wird auch gleichzeitig die durch 
die obigen Annahmen modificirte Resultante U verschwinden müssen. D, h., wenn in U immer alle Elemente, 
die sich nur durch die auf die m Variabelngruppen bezüglichen Zeiger unterscheiden, einander gleich gesetzt 
werden — der von Cayley sogenannte symmetrische Fall — so wird u als Factor von U erscheinen. 

Nun scheint aber Cayley auf S. 18 vorauszusetzen, dass die dem allgemeinen Fall entsprechende 
Resultante U durch die den symmetrischen Fall bewirkenden Annahmen auch geradezu in die diesem Falle 
entsprechende Resultante u übergeführt werde, mit anderen Worten, dass U und « in Beziehung auf ihre 
Elemente von demselben Grade seien. Dies ist aber namentlich in dem dort betrachteten Falle, wo n = 2, 
m = % ist, keineswegs richtig. Sondern U und x sind dann resp. vom 24. und 6. Grade, wie sich aus der 
nun folgenden allgemeinen Untersuchung ergeben wird. 

Wir sehen zuerst im ursprünglichen Polynome ® die Variabeln z,, Yı> ++ +» w, der ersten Gruppe als 
constant an. Sein Grad ist dann nur m—1, und seine Coöflieienten sind lineare Funetionen von &,, Yan an, 10: 
Die Resultante der (m— 1) n Gleichungen 


db db dd \ 
dz, Br ROPU A dw, =0, 

etc. (1) 
dd dd db 
are ae .. Are 


sei V und in Beziehung auf ihre Elemente vom Grade p. Ist dann die Gleichung V = o erfüllt, so sind 
die in Beziehung auf die Elemente genommenen Differential-Coöffieienten von V mit den betreffenden 
Variabeln-Produeten in ® proportional. Betrachten wir nun wiederum diese Elemente als lineare Func- 
tionen der Variabeln %,, yı, - - . w, und ersetzen in den in Beziehung auf diese Variabeln der ersten 
Schichte abgeleiteten Funetionen von ® die Producte der übrigen Variabeln durch jene mit ihnen propor- 
tionalen Differential-Coöfficienten von V, so ergibt sich offenbar 


ER ET EEE TE R UT y 


dæ, . Ay . er.» dw, ETE . dy, FT ereje po dw . 
wenn anders das System der Gleichungen (1) erfüllt ist. Wenn nun jenem Systeme noch die Gleichungen 
db db d®d 
Sap; =0; . . . . —— = 
dx, dy, dw, 


zugesetzt werden, so kömmt das System aller mn abgeleiteten Gleichungen auf dasjenige der n Gleichungen 


ie EN a iiyak dV 
a FR dw, 


zurück. Die Resultante U dieser Gleichungen ist in Beziehung auf die zusammengesetzten Factoren, mit 
denen die Combinationen der Variabeln sı, yı, ... w, im Polynome V multiplieirt sind, vom Grade 
an (p—1)"", und da jene Factoren in Beziehung auf die einfachen Elemente von ® vom p“" Grade sind, 
so ist U in Beziehung auf diese vom Grade np (p— 1)". Wir müssen indessen aus sogleich anzubringen- 
den Gründen daran zweifeln, dass die so bestimmte Funetion U wirklich ganz im Allgemeinen die echte 
Resultante des vielschichtig linearen Polynoms ® sei. Nur für n =?2,m= sind wir sicher, dass das 
beschriebene Verfahren zur Kenntniss der echten Resultante führt. 

Bezeichnen wir den Grad der nach dem obigen Verfahren bestimmten Funetion U, welcher m Schichten 
von n Variabeln entspricht, mit f(m), so bekommen wir die Reeursions-Gleichung 


fm) =n.f(m—1) . [fm — 1)—1]". 


N 


open 


ulm 
f 
m Ela 


fi 
dgk 


Fi 
velse A 
tante d 


dit pe 
Plor 
kud 
eine Ae 
| Mg, u 
o dod 
| ee 


\ 


so sind 
ellenden 
e Fun 
T ersten 
propor- 


ichungen 


ichungen 


ren, mit 
m Grale 
ade sin, 
ıhringen- 
die echte 
dass das 


schichten 


i 
| 
; 


Beitrag zur Theorie der Elimination. 29 
Nehmen wir jetzt zuerst m=?2 an, und setzen 
® s (1,1) riz, + A, riy + -+ An) r w, 
ar (2,1) Yı Lı + (2,2) Yı Ya er (2,n) Yi ws 
+ (n, 1) wv, + (n,2)wy +. 


so werden die 2n abgeleiteten Gleichungen 


..+ (n,n) w w, 


A,r + A, +- -+ Anw =o, AD + Dy +. -+ (n1w =0, 
(2,1) v + (2:2)y + - - -+ (n) w = 0, A) + 2y +- - -+ n,2)w, =0, 


(n,1) v, + (n,3)y: +. . . + (nn) w, = 0, An) vi + Cany t- - -+ nnw = o0; 


und von beiden Gruppen von je n Gleichungen gibt jede dieselbe Resultante, die Determinante aller 
nn Elemente des ursprünglichen Polynoms ®. Wir haben also 


f® ZUR, 
f) = r (n=), 
f® = n? (n—1) ~ (œ (n— Da ea N 
etc. 
Setzen wir n = 2, so bekommen wir 


[®9=?, f(8)= *, f= 24, f(5) 110%, f(6) = 2435424, ete. 


Wenn n sehr gross ist, so ist annähernd 
fn) a nn, 


Für ein vollständiges Polynom m‘ Grades mit mn Variabeln ist der Grad der Resultante aller seiner 
abgeleiteten Gleichungen 


mn (m— 1)". 


Für mZ 3 wird diese Zahl beim steten Wachsen von n sehr bald von der vorhin für f(m) näherungs- 
weise angegebenen Zahl weit übertroffen. Setzen wir z. B. m= 3, n = 10, so ist der Grad der Resul- 
tante der aus einem vollständigen Polynom dritten Grades mit dreissig Variabeln abgeleiteten Gleichungen 


30:2 — 16106127360. 


Dagegen ist für ein dreischichtig lineares Polynom ® mit je zehn Variabeln in jeder Schichte der 
Grad der durch obiges Verfahren gefundenen Function U 


100-9° — 38742048900. 


In der Function U ist also die wahre Resultante noch mit einem fremden Factor multiplieirt. Denn 
die specielle Beschaffenheit des Polynoms ®, vermöge welcher sehr viele Coöfficienten des vollständigen 
Polynoms vom selben Grade und von derselben Anzahl von Variabeln als Null geworden anzusehen sind, 
kann den für dieses letztere Statt findenden Grad der Resultante nicht erhöhen, sondern wird ihn, wenn 
eine Aenderung geschieht, weit eher erniedrigen. So einfach daher auch das obige Verfahren scheinen 
mag, und so schwer es auch ist, den fremden Factor anzugeben, der durch dasselbe eingeführt wird, so 
ist doch sicher , dass es uns im Allgemeinen nieht zur Kenntniss der echten Resultante eines vielschichtig 
linearen Polynoms führen kann. 

$. 19. Besondere Betrachtung des Falles, wo m = 4, n=? ist. 


30 Schläfli. 


Es sei zuerst das zweischichtig lineare Polynom az, v, +by,2,.+ ex, ye +dy,y, gegeben, so ist auf 
der Stelle klar, dass seine Resultante a d— b e ist. 
Ersetzen wir jetzt dieses Polynom durch das dreischichtige 


Yl vı + | ba; 
) +fy 


2©,+dz; 
+hys 


Ta H CTs 


Fg Ys 


l RA 


+ eys 
so geht die vorige Resultante in 
(ad— be) 23 +(ah+de—by— ef)» +leh— fg)y: 
über , und die Resultante 
4 (ad— be)(eh— fg) — (ah+de—by— ef" =s 


dieses quadratischen Polynoms wird zugleich die gesuchte Resultante jenes dreischichtigen Polynoms sein. 
Wir kommen endlich zu dem vierschichtig linearen Polynom 


d=( (au +iy)a | £:+(c r1 +ky)z An] (b2.+J Ya) 2 | + ld, +l yars 
+Heu,tmy)y| +9 +oYy) ys + fa tny)y| +6hautpy)Ys 


dem diese Betrachtung gewidmet ist. Bezeichnen wir nun diejenige ableitende Operation, wo nur nach den 
auf x, bezüglichen Elementen 


hi : 


d ’ 


a, b, C, d, €, f5 9,4 
differentiirt, und-ihre Differentiale resp. durch die auf y, bezüglichen Eleme nte 
Eo ks I, m, 2, 2,09 
ersetzt werden, mit D, so geht die vorige Resultante s in das biquadratische Polynom 
sxi +Ds .uy+--D’s. u yit Ds. myi tH Ds. yi 


über, und seine Resultante U wird entweder die Resultante von ® selbst sein oder diese als Factor ent- 
halten. Wendet man die in $. 17, II gegebene Formel hier an, so erhält man 


U=0'—ıR, 
wo 
Q=| 6#8#.3D».D’s | =12s.D’s. D’s+6Ds . D’s . D’s— 68 . (D’s)? 
3Ds .2D’u.D’s — 2 (D’s)’ — 9 (D8) .D*s, 
D?’s . D’s.D’e 


R=2s.D’s—2Ds . D’s+(D’s)’ 


ist. Da D’s = 0 ist, so überzeugt man sich leicht, dass DO = o, D R = o ist. 

$- 20. Für die fernere Rechnung bedürfen wir folgender Hülfssätze: 
Pr a) Wenn Deine ableitende Operation bezeichnet, wo irgend eine homogene und 
ganze Function der n einfachen Elemente a, b, c, d,... oder der n einfachen 
Elemente e, f, g, h, . . . in Beziehung auf diese differentiirt wird, und dann ihre 
Differentiale durch beliebige constante Grössen d, b, é, dy.. o, é, fo gih, o.. 
resp. ersetzt werden, so ist 
Zao (—1)" D" (abed...) XD™ (efgh.. = (ae —ade)(bf — U f) (eg — e g) - . . [n Factoren], 
wo die Summe rechts sich auf alle Permutationen der n Buchstaben e, Fogy hgs 
erstreckt. 
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Beweis. Versieht man im Product abcd ... auf alle möglichen Arten je m Factoren mit Accenten 
und multiplicirt das Aggregat mit 1.2.3...m, so hat man D”(abed...). Dasselbe gilt von D" 
(efgh...). Wir erhalten so eine Vorstellung von der entwickelten linken Seite. Denken wir uns nun 
auch rechts die Entwickelung des unter das Summenzeichen gesetzten Productes, so werden darin Glieder 
vorkommen, wo je m der Grössen a,b, c, d, . . . accentuirt und die übrigen a— m nicht accentuirt sind. 
Jede der accentuirten bringt ein Minuszeichen mit sich. Das Vorzeichen wird also (— 1)". Sind ferner 
z. B. a', b' accentuirt, so nehmen sie die nicht accentuirten e, f als Factoren mit, während die übrigen 
nicht accentuirten e, d, . . . die accentuirten g', h,. . . als Factoren mitnehmen. Nun sind e, f, g's K, ..- 
vollständig zu permutiren, so werden je 1.2.3...mX1.2.3...(n— m) gleiche Producte 
entstehen (wenn nämlich das Schema der m Nichtaecente und der n— m Accente fest steht, und nur die 
darunter fallenden Buchstaben e, f, g, h, . . . permutirt werden). Man hat also das Glied 


(—-1P1.2.3...mx1.2...m—m)Xabcd...x2efgh..., 


wo das Summenzeichen È sich auf die Permutation der blossen Buchstaben e, f, g, h,. . . bezieht. 
Vereinigt man alle ähnlichen Glieder, wo je m von den Grössen æ, b, c, d,... accentuirt sind, so 
erhält man 

(—1)"1.2...mXLadbed...x1.%...m—m)X:efgh..., 


gerade wie auf der linken Seite. Die aufgestellte Gleichung ist also identisch. 

Bemerkung. Wenn n grösser ist als 2, so geben auf der rechten Seite alle positiven Permuta- 
tionen dasselbe Resultat wie alle negativen für sich. Man braucht daher auf der rechten Seite das 
Summenzeichen nur auf alle positiven Permutationen auszudehnen, wenn man gleichzeitig die linke Seite 
halbirt. 

Denn der Unterschied zwischen dem den positiven und dem den negativen Permutationen entspre- 
chenden Aggregat ist offenbar 


ac—ade.af—af:ay—dg....|7- 
ba Ve,bfe tft He. 


ede—ce.cefh —[-cg—ceg.:». 


Da die Operation D distributiver Natur ist, so ist leicht einzusehen, was entstehen wird, wenn die 
Monome abed...,efgh... durch Polynome n Grades ersetzt werden. Wenn M, N zwei solche 
Polynome bezeichnen, so wollen wir fortan der Kürze wegen 


(M, N) = %-,(-— 1)" D°M.D "N 
setzen. 
b) Wenn D eine ableitende Operation bezeichnet, wo die Differentiale der 


Y 


Variabeln a,b, c, d, e, f in die Constanten d, b,c, d,e, f umgesetzt werden, so ist 


(ab, cd,ef)=|ab.Dab.D’ab| =—2{(ef "—ef)led —e b)(ad —a d) + (de —de)(fa—f a) (be —be)), 
ed.Ded.D’cd z 
ef.Def.D’ef 

im Ganzen vier identische Formen, von denen die drei übrigen sich durch Permutation beider Factoren 

je eines der Producte ab, cd, ef ergeben. Durch die Entwickelung beider Seiten dieser Formel wird 

man sich von ihrer Identität überzeugen. 
Da die Operation D distributiver Natur ist, so können die genannten Produete auch durch homogene 
quadratische Functionen der Variabeln ersetzt werden. Wie dann die Formel sich weiter gestalten wird, 


Ze ee ES True rue 


— 


aa aaen a E D EEE nen. 
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ist leicht abzusehen. Wir werden das abkürzende Zeichen (A, B, C) auch in dieser allgemeinen Bedeu- 
tung anwenden. 

c) Wenn A, B, C, Ehomogene Functionen zweiten Grades der ursprünglichen 
Variabeln bezeichnen, so ist 


(AB, CE) =3(A, C) . (B, E)+3 (A, E) . (B, 0)—2(A, B) . (C, E). 


(Die Bedeutung der hier gebrauchten Zeichen ist wie in Satz (a). Das dortige n richtet sich immer 
nach dem Grade der Funetionen. So ist z. B. 


(AB, CE)=AB.D’CE—DAB.D’CE+D’AB.D’CE—D’AB.DCE-+D'AB. CE, 


dagegen 
(A, B)=A.D’B—DA.DB+D’A.B.) 

Man braucht nur links und rechts zu entwickeln, um die Identität beider Seiten dieser Gleichung 
einzusehen. 

d) Wir wollen ferner, wenn A, B, C homogene Functionen vierten Grades bedeuten. der Kürze 
wegen 

1A, B, C} =22A.°B.YC—3 28 A.8B.FO—2LI:A."B.FC+T3A.FB.°C—2%A.8%B.%C 
setzen, wo die Summenzeichen sich auf die Permutationen der Potenzen des Ableitungs-Symboles ö beziehen. 
Man wird sich leicht überzeugen , dass 
°(A, B,C)=o 

ist. 


Sind nun q, b,c, d, e, f homogene quadratische Funetionen der Variabeln, und 
werden die Producte ab, cd, ef an die Stelle der vorigen A, B, © gesetzt, so ist 


fab, ed, ef} =16 (a, b) (c, d)Ce, f)—12 2 (a, b)(e, e)(d, FIEC, Ab, e)(d, f). 
‚Die erste Summe rechts zählt sechs, die zweite acht Glieder. 
Durch Entwickelung wird man sich von der Identität beider Seiten dieser Gleichung überzeugen. Es 
kommen im Ganzen nur zehn verschiedene Typen von Gliedern vor, nämlich 
abede f , ab’cd’ef' , abede'f' , abcdef" , abed'ef" , 
abed'ef" , abcdef" , abed’ef" ,abedef" , dbedef' 
wo der Kürze wegen ein und zwei Accente für die Operationen ò, ò gesetzt sind. Hat man für jeden 
dieser Typen an einem einzigen Gliede die Uebereinstimmung beider Seiten verifieirt, so ist die Richtigkeit 


der Gleichung schon bewiesen. 
Aus der allgemeinen Formel ergeben sich die besondern : 


tab, ed, cd} = A.(a, b) (e, d)’ — 12 (a, b)(e,c)(d,d)+18(a,c)(b, c) (d, d) 
+ 18(a, d) (©, d) (c, c)—6 (c , d) (a, c) (b, d) —6 (c , d) (a, d) (b, 6), 
tab, ab, ab} = — ? (a, b)? +18 (a , a) (b , b) (a, b). 
$. 21. Wir wollen nun diese Hülfssätze auf die Entwickelung der Ausdrücke Q und R in $. 19 
anwenden. Setzen wir 
ad—be=g,ahtde—by—cf=r,eh—fy=s, 
so ist 
8 = 498s — r° , 


dw 


und we 


gez 


ud we 


ud ma 


dh 


o vesd 


den- 


hen 


chung 


a Kie 


b0 


ezielen, 


für jeden 
chtigkit 


manume 


Beitrag zur Theorie der Elimination. : 33 
und wir bekommen , indem wir das in §. 20 (d) eingeführte Zeichen anwenden, 
Q= {s8 20) = 64 fgs, gs, qs} —48 igs, gs, Hy hr), 
und wenn nun der Kürze wegen 


(1: 9)=4 , (r, r) =B, (s, s)=0 , (r,s)=D , (s, »=#&,(;r)= 


gesetzt wird, so ergibt sich 


{ 
{ 
ge, °, P} = 24 BDF—8 P’ E, 
w aT n 


und wenn man diese Werthe im Ausdrucke für Q substituirt, nach einigen Reductionen 


/wQ=54| A. F.E |+18(4 E—-B)(AC—DF+BE— E)+(4E—B). 
F.B.D 
E.D.C 


Bezeichnet jetzt ò die ableitende Operation der vierten Schichte, wo die Coöffieienten der mit x, 
behafteten Glieder in ® als Variabeln aufgefasst und ihre Differentiale durch die entsprechenden Coöfli- 
cienten der mit y, behafteten Glieder ersetzt werden, und schreibt man der Kürze wegen òg = Y, 
òg = 2 d", ete., so ist 


A=Agf—ddg, ete. , D=2rs’— rs +2r"s, etc., 
und man bekommt 


A.F.E|=| 29. 2r.2s|g.r."|=Alg.r.s |? =44, 
F.B.D — g rs | d.r.8 GAA, 
E.D.C 24. Rr E A Gg are 


wo das mittlere Schema die Determinante der Produeten-Summen je zweier Vertical-Reihen aus den 
verschiedenen Hälften bezeichnet; ferner 


4 E— B = rr — hAg s — trr" 4898" +8d's = K, 


AC— EE—(DF—BD=| 2g. 2s|d'.s’|—| 2g.2r |". s" 
E A —g —r |r. s 
24. Z| g.s 20.27 | EE 


= CHEN IHNEN NE — IE) = H, 
wo die reeiproken Elemente der Determinante A = È + gr's” durch Einklammerung von den entsprechen- 
den einfachen Elementen unterschieden sind. 

Man bemerke, dass die ähnlich gebildeten Ausdrücke H und K sich nicht ändern, wenn man auch im 
Schema von A durch eine Umdrehung um die Diagonale die horizontalen Reihen mit den vertiealen ver- 
tauscht, d. h. wenn man in ® die dritte und vierte Sehichte mit einander vertauscht. Da g, r, s sich nicht 
ändern, wenn man die erste und zweite Schichte der Variabeln in ® vertauscht, so ist klar, dass die Func- 
tionen A, M, K sich nicht ändern, sowohl wenn man die erste Schichte mit der zweiten, als auch wenn 
man die dritte mit der vierten vertauscht. Wir haben nun 


+ 0=21160° —18HK+K". 


Denkschriften der math.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. e 
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34 Schläfli. 
Gehen wir jetzt an die Berechnung der Function R, so haben wir zuerst 
R= (8, 8) = 16 (gs, qs)— 8 (gs, r) + 0°, r?), 
und wenn wir die Formel §. 20 (c) anwenden, i 
(qs, qs) =3AC+E , (qs, P) =6DF—2 BE , (°, r’)=A4b*, 
also 
+R=12AC+4 EP —12DF+4BE+B’= 12 (AC— E—DF+BE)+(4E— B} =K’—12 H. 


Substituiren wir endlich die für Q und R gefundenen Werthe in dem zu Ende von $. 19 gegebenen 
Ausdrucke für U, so bekommen wir a 


4 U= (2164—18 HK+ K’’ —(K’— 12H); 


in der Entwickelung fallen die Glieder in X° und K’H weg. 

$. 22. Wir trachten die Resultante U bloss durch solche Funetionen der ursprünglichen Elemente 
auszudrücken, welche sich nicht ändern, wenn man irgend zwei Schichten mit einander vertauscht. 
Um zu diesem Ziele zu gelangen, wenden wir jetzt den Satz $. 20 (5) auf die FunetionAan. Wir haben 


=;(,r,)=+zlad—be,ah+de—bg—cf,eh—-fy) 

=; (ad, ah, eh)— (ad, ah, fg)+ (ad, de,eh)—(ad, de, fg) 
—(ad,bg,eh)+(ad, bg, fg)—(ad, cf, ehħ)+ (ad, cf, f9) 
—(be,ah,eh) +(be,ah,f)—(be,de,eh)-+(be,de,fg) 
+be,bg,eh)—(be,dbg,f)+lbe,cf,eh)—(be,cf,fg)}- 


Dieses Aggregat zerfällt in drei Gruppen, welche durch die Glieder 
U) —; (ah, ad, eh) , (I) —+ (ah, be, fg) , AD +(ah, ad, fg) 


repräsentirt sind. Jede der beiden ersten Gruppen zählt vier Glieder, welche sich durch die mit einem 
Zeichenwechsel begleitete Vertauschung der beiden Variabeln v, y je einer der drei ersten Schichten 
. ergeben. Die dritte Gruppe zählt acht Glieder, von denen sich aus dem hingesetzten drei fernere durch 
einmalige, drei durch doppelte und das letzte durch dreifache Vertauschung ergeben. 

Wenden wir nun den genannten Satz (5) auf die typischen Glieder der drei Gruppen an, so haben 
wir für die erste Gruppe: 


— (ah, ad, eh) = (ah) (ae) (dh), 


wo abkürzend (ah) = aò h — h ùa = ap— hi, ete. gesetzt ist. Für die zweite Gruppe ist nach einer der 
vier Formeln 


— alah, be, fg) = ONCHA H EAN aD (bh) , 


oder, da 


Cag) h) + (ab) (hg) + (ah) (gb) =0 


ist, auch 
— (ah, be, fg)=(ah)(bg)Cef) + lae)(fh)(bg) +Cab)(gh)lef)- (MD 
Für die dritte Gruppe endlich ist 
(ah, ad, fg)—=—(af)(ag)(dh). M 
Nehmen wir nun Alles zusammen, so bekommen wir 


A =(de) (fe) (gb) + ADAH (ah) (de) (gb) +Cah)lde) (fe) 
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—(ab) (gh) de) + (fe —Cac) OA + D + (ae)(dh)iCah) + (de)} 
— (ed) (ef) iCal) + (gb — Od) (eg) ah) + FI + GP) CH If) + D 


—(ae)(Af) Ag) — (Ah) af agf lg) (yA)— (ge) (fa) (fd) 
+ (Ad)(ee) (eb) + (ea) (he) (hb) + (eg) (bh) (be) + Of) (eh) (ee). 


Wir wissen schon, dass dieser Ausdruck sich nicht ändert, wenn man die erste und zweite Schichte, 
oder wenn man die dritte und vierte mit einander vertauscht. Bezeichnen wir nun die Ausdrücke, welche 


sich ergeben, wenn man die erste und dritte, und wenn man die zweite und dritte Schichte mit einander 
vertauscht, resp. mit A, und A,, so ist 


A, = (de) (fe)(gb) + Cah) (fe) (gb) + Cah) (de) (gb) + (ah) (de) (fe) 
—(ae) (dh) (gb) + (fe)}—Cae)(fh) (gb) + (de)} + Cab) Ch iah) + (gb)} 
—{eg) © P Cah) + (de)} — (eg) (dd) {Cah) + AN + (ef) (ed) {(fe) +(de)} 
—(ab) YD —(gh)Caf) (ad) — (fe) (da) (dg) — (de) (fa) (fg) 
+ (hg) (be) (be) + (ba) (he) (he) + (ed) (eh) (eb) + (ef) (eh) (eb), 


A, = (de) (fe) (gb) + (ah) (fe) (gb) + (ah) (de)(gb) + (ah) (de)(fe) 
— (ab) (gh) {Cfe) + (de)} — (ae) (dh) {(fe) + (gB)} + (ac) (fh) fCah) + (fe)} 
— (ef) (ed) (ah) +g —(bf)Ceg) iah) + (de)} + d) (eg) ide) + (yb)} 
— (ae) (FA) (FD — (fh) lad) (ag) — (db) (ga) (gf) — (ge) (da) (df) 
+ Af) (ce) (cb) + (ca) (he) (hb) + (eg) (bh)(be) + (dd) (ek) (ee). 


$. 23. Die Summe dieser drei Ausdrücke, W=A-+A,+A,, ist nach Cayley’s Benennung eine 
vollständige Hyperdeterminante, eine symmetrische Function der Coöffieienten von ® sowohl 
in Beziehung auf alle vier Schichten, als auch auf die beiden Variabeln x, y einer jeden Schichte. Diese 
Function W ist dasselbe, was Cayley auf S. 16 der angeführten Abhandlung mit 


C+D—3E—F+2B+3$ 


bezeichnet. Um unsere Formeln an diejenigen Cayley’s anknüpfen zu können, müssen wir einen Augen- 
bliek auf die dort gegebene kunstreiche und bewundernswerthe Construction von zwei vollstän digen 
Hyperdeterminanten sechsten Grades der sechzehn Coöffieienten eines vierschichtig 
linearen Polynoms mit je zwei Variabeln näher eingehen. Wir.haben von Anfang an die 
Coöffieienten mit denselben Buchstaben bezeichnet wie dort, und nur die acht Variabeln anders benennt. 
Während nämlich Cayley die Schichten dureh Buchstaben (x, y, z, w) und die zusammen gehörigen 
Variabeln durch Zeiger (1, 2) unterscheidet, haben wir umgekehrt die Schichten durch die Zeiger 1,2, 3, 4 
und die Variabeln eines jeden Paares durch die Buchstaben x, y unterschieden. Es wird daher sogleich 
klar sein, wie es gemeint ist, wenn Cayley 


a=(1111),5=(@111), ce=(1211) ,. . . p=(2222) 
setzt. Nun sollen nach Cayley in dem Schema 


i Me E al 
ko er el 
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ee 
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welches in dieser Anordnung das Product a’p* bedeutet, die Elemente jeder Verticalzeile auf alle möglichen 
Arten permutirt werden, und jede Vertauschung von bloss zwei verschiedenen Elementen mit einem Wechsel 
des Vorzeiehens des durch das Schema bezeichneten Productes begleitet sein. Da die Ordnung der Hori- 
zontalzeilen gleichgültig ist, so braucht man die Ziffer einer Verticalzeile, z. B. der letzten, nicht zu 
permutiren. Die so erhaltenen Producte werden nun in Aggregate gesondert, deren Glieder nur theils 
durch Vertauschung der Schichten (resp. Verticalzeilen) ohne Zeichenwechsel, theils durch die mit einem 
Zeichenwechsel begleitete Vertauschung der beiden Variabeln einer einzelnen Schichte (alle 1 und 2 einer 
Verticalzeile werden auf einmal resp. in 2, 1 umgewandelt) aus einander hervorgehen. Man erhält so 
folgende acht Aggregate: 


W= EEP 8 Glieder, | Œ = E—bocnel, 8 Glieder. 
B= E —e p bo, 32 „ S=2ap bgi, 96 „ 
Ge iayp adm, RR ;, G=? apcfjo, % , 
D—=Lapbocn, 48 „ S=LZpbecei, 16 ,„ 


Die gesuchten Hyperdeterminanten werden nun solche homogene lineare Polynome dieser symmetrischen 
Aggregate sein, welche unter Anderem der Bedingung 


.d AR d d 
ee RES Pi een 


genügen müssen. Wenn nun die folgenden Summen sich nur auf die drei ersten Schritte von a nach b, c, e, 
nicht auf den vierten nach ¿ erstrecken, so ist 


YA= Ip — Wr), ; 
B= Zap. Së — Zhi. Zep, 

C= Zep (dm+fk+gj)— Zk č (el+en+bo), 
D= Zap . Shiel— Ehi. Zapdm, 
C=!dmfkgj—:elenbo. 


Aus diesen Formeln folgt 


A+3C+6E= (Fap)’—(Fhi) , 
B+ID= Yap . (Zhi — Ehi. (Zap, 
also 
A+IB+ICHHD+6HE- La p— hd) =S, 
wenn wir fortan 


ap—hi+dm— el+fk—en+gj—bo=S 


setzen. Man sieht schon aus der Form dieses Polynoms, dass es der Bedingung ò= 0 genügt. 
Gebrauchen wir folgende einander gleichsam entgegengesetzte Operationszeichen 


>a . d d d d d d d 
Dei. TI tz MEET TAR ar 
d d d d d d d d 
d e aE a r r a E A Ar TAS 
so ist 
F= +ò Tap X DIe pP — Mi) + zDFrap XE p — k) — 2 aphilap—ih) 
+ 2{ap.Dbee—h.Dafg+ ap.dIno— ih? . jkm}, 
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© = Zip. Zah. E(ap-—hi)— Zah . XSip(ap—hi)— Zip . Zahlap—hi) 
—Zaphi.%(ap—hi) + 2Xaphilap—hi) 
+2tipla.Dafg—h.Dbce)+ahlp.djkm—i.dlno)}, 

5=Zjahla.Ino—h.jkm)+ip(p.bcee—i. dfg). 


Hierbei ist zu bemerken , dass 


D’bee=2djkm , D’afg=2ölno , Dijkm=3jkm , Dòlno= 3lno 
ist. Sind die drei letzten Aggregate unter diese Formen gebracht, so findet man bald, dass 
D($E—26—3$5)=-D(C +D— 36). 
Der Ausdruck 
W= 6 +D—36—5+26+3%9 
genügt also allen Bedingungs-Gleichungen von der Form D = o und ist daher eine vollständige Hyper- 
determinante. Man bringt denselben nun leicht unter folgende Form: 
W=— + X(a, h)(de, de)— + 2(a, h) (ah, de) + + 2(a, h)(de, ef) ++ Zilbee, al) —(dfg, dh), 
wo überhaupt 
M N= C EDDM D EN 
gesetzt wurde, wenn M, N homogene Functionen n Grades der Variabeln a,b,c,d,e, f >g, h 


bezeichnen. Diese Form zeigt unmittelbar, dass die Bedingung D W= o erfüllt ist. Wenn man hier 
nach §. 20 (a) entwickelt, so wird man die Formel 


W=A+A-+A, 
richtig finden. 
$. 24. Wenn A in A, A, übergeht, so mögen auch H, Kin H, K, H,, K, übergehen. Wir 


haben nun die Beziehungen dieser Funetionen unter sich und zu vollständigen Hyperdeterminanten zu 
erörtern. 


Es war oben 
K=4(9, s)— (r, r). 
Aber 
(q, s) = (ad, eh)—(ad, fD — Oec, eh) + (bc, fD 
= (ah) (de) +(gb\(FO)+LafIlyA)+Lag) fD eb) Ceh) + Cec) (b h)+(ue) (dh) +f) Ceg), 
(r, r) = — (a M — (de — (g 0 — (fÈ + 2 (ah) (de) +20) Fd— 4 ae) (AN) — t bf) (eg) 
— (ah) (gd) — (ah) (fe) — 2 (de) (g6)— 2 (de) (fe) +4 (ab) (gh)+4(ae) (fh) 
+ (dd) (eg)+%(ed)(ef); 
also wenn, wie oben, 
S=(ah)+(de)+(gb)+(fe) 
gesetzt wird, 
K= S°’+85(ae)(dh)+8&fILed++CafI) DHA Cag) (FD+*Lbe)Che)+(bh)(ee)— + (ab) (gh) 
— 4 (c d) (e f)— 4 (a6) (fh) — A (0d) Cey). 
Setzt man jetzt 
J = (ab) (gh) + (de) (fe) — ac) fh) — (db) (ge) + he) (b)+ ad) Cfg), 
J, = (ac) (fh) + (db) (ge)— (ae) (dh)— (fd) (g e) + hb) (ec)+ Cag) (df), 
J, = (ae) (dh) +O (ge) — Cab) (gh)— (de) (fe) + he) be)+laf)(gd) , 
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so bestehen die Relationen 
J+J,+J,=0 ? 
K-$—4J—J) KESA) o K-S-AJ-9), 
A, — 4A; =S ’ A,—A=S$J, kd A—A=SJI. 
Da nun W=A+A,+A, ist, so folgt hieraus 
3A=W—S(J—J), ete. 


Man hat auch K— K,—=12J, ete. — Man überzeugt sich leicht, dass die Function s der Elemente 
a,b, c, d, e, f, g, h als Resultante eines dreischichtig linearen Polynoms sich nieht ändert, wie man 
auch die drei ersten Schichten permutiren mag. Das Gleiche gilt also auch von OQ={s, 8, #} und 
R=(s, #8). Oben haben wir aber auch gesehen, dass diese Funetionen sich nicht ändern, wenn man die 
dritte und vierte Schichte mit einander vertauscht. Folglich bleiben sie ungeändert, wie man auch alle 
vier Schichten permutiren mag. Da sie nun auch der Bedingung D=o genügen, so sind sie vollständige 
Hyperdeterminanten. — Wir haben nun 


+ R=K’— 12 H=S—88(J—J)+16(J, —J )’—12H, 
und ebenso mit fortschreitenden Accenten. Zieht man zwei Formen von einander ab, so ergibt sich 
H—H,=2$J+4J(J) —J) =? SA, —4J, J— (2 SA, —ı4JJ). 
Wenn man also 
H=2SA—AJJ +T 
setzt, so wird 7’ durch eine Permutation der vier Schichten nicht geändert. Dann ist 
3H=2SW—2$?(J —J)—12JJ +3T, 
s 0=41W—S(I,— I —6(—4I,—J))2SW—28°(I,—JI,)—12J,J,+3T) 
+(—49,—J,)) 
= 4 W’—12WS+S+H12 FF HIHI +32(I,—J)I,—- II —J)— 188° T 
+72 T(J, —J,)- 
Da hier mit Ausnahme des letzten Gliedes alles symmetrisch ist, so muss T’— o sein. Also ist 
H=2SA—4JJ,, 
;R=—8SW+ SS F ++). 
Wenn wir daher ausser den zwei vollständigen Hyperdeterminanten S und W noch die zwei folgenden 
SEELE s N-J-I)I-NDI-N 
in Rechnung bringen, so haben wir 
s Q= 24 W°—12 SW+ S° +12 S?2+32I1, 
+ R =—8SW+S'4+87F, 
und wenn wir dieses im Ausdrucke für die Resultante von ® substituiren, 
w U= 36 W* — 4 S° W° +12 W° (SI —5S’2) +6 SW(S!3—8 SII+16. 2°) +4 SCI — 3 S 2: 
+48 S’ 211 —32 2° 46417, 
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ist. Hiemit ist die Resultante U in Function der vier Hyperdeterminanten S, W, X, II, welche resp. 
vom 2., 6., 8. und 12. Grade sind, gegeben. Sie selbst ist vom 24. Grade. An eine Zerlegung in 
Factoren ist kaum zu glauben. Denn da eine solche in der explieiten Form, wie der Ausdruck vor uns 
liegt, nicht Statt findet, so könnte eine solche nur vermittelst einer identischen Relation zwischen den 
vier Funetionen S, W, X, II möglich gemacht werden. Aber höchst wahrscheinlich sind alle diese vier 
Functionen unter sich unabhängig. 

$. 25. Im symmetrischen Falle ist freilich J = J = J, = 0, also X= o , II = 0, und daher 


U = 16384 W°(9 W— S°), 


aber nur 9 W— S* die uns schon aus $. 17, (I), bekannte Resultante eines biquadratischen Polynoms 
mit zwei Variabeln. Aber auch der zum Cubus erhobene Factor hat seine gute Bedeutung. Halten wir 
nämlich auch in diesem symmetrischen Falle immer noch die vier Gruppen von je zwei Variabeln aus 
einander, und setzen 


Ọ = a Lı Ly L3 LaF b (Yi L2 Ls CaF Li Yo Ca La F Li Lo Ys La F Li Lo Ls Ya) 
FE (Yi Ye Ls Ca +H Yi VaYs a+ Yi Lo Ls YaF Lı Ya Ys Ca + Lı Y2 Cs Ya FHT Ca Ys Ya) 
] +d(yıy: Ys Ca FY Yo Cs Y+ Yı Co Ys Ya FHL YYY) + eyıyyYyı > 
so ıst 
A=4 =å = 


j > .d.c”, S =ae—tbd + 3 ë, 
Cod 
AE 


o SQ 


also mit Weglassung des numerischen Factors 


‚U=la.b.c|’{27|a.b.e’— (ae — Abd+3c)} = 6°. 
b.e.d b.c.d 
e.d.e e.d.e 


Verschwindet die Resultante U, so ist 

dU,dU,dU,dU,dU, 
da’ db de’ dd de 
Also sind die vier Verhältnisse £, : yı, &3 : Y2, Ls? Ys, ©, : Yı die Wurzeln der Gleichung 


20,0%, : DY Lo Ls Cy : EY, YL Ly? D Yi YY La : Yıy Ys Ya = 


Ina ne ae 


EEE 6 end, — o 
de an E ARS 


Nehmen wir nun, um die Resultante U verschwinden zu lassen, {=o an, so verwandelt sich die letzte 
Gleichung in 
di 


n ng 
c 


di 
en z-+ —) =o. 
de E d z) 
Da uns aber ¢ schon als Resultante des biquadratischen Polynoms in x, y bekannt ist ($. 17, I), so wissen 
wir auch, dass für =o die Grössen -# , '/, 4 , 1/4, */⁄1 f, 5 eine geometrische Reihe bilden, und 
schliessen hieraus , dass die vorliegende Gleichung lauter gleiche Wurzeln hat. Also ist æ; : y, = £, : Y, = 
2% :Y% = TL, : Yı D. h. diese Lösung stimmt mit dem bekannten Fall des biquadratischen Polynoms überein. 


Nehmen wir dagegen o =o an, so redueirt sich jene Gleichung (a) auf 


do -x do do , do do _ 
a en — T T peere 
de dd de db da 


sa Dissen Bist sten nen 


en er Y re = mn 
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Dann gibt es aber auch immer zwei Grössen k, k, welche den drei Gleichungen a + bh + ck=0, b4 ch 
+ dk=o0, c + dh + ek = o zugleich genügen, und wenn wir diese Gleichungen so darstellen : 


a+bh + ck =o, 
bh+ ck +dhk=o0o, 
ck+dhk+ek’=o, 


so sehen wir leicht, dass 


BR, Re a MIA 
e 


ist. Die Gleichung in x wird also 
(kz — he + 1P =o. 
Bezeichnen wir die Wurzeln der Gleichung k æ? — hx + 1 = o mit 4, 7? so ist a + B = h, aß = k, und 
wir haben 
Yi SATI s Y 54T, Y = Bas, Yı =Ppz,. 
dd dd 


= ’ 


da, dy, 


a+bla ++ telaßtapß+P)+dapß=o, 
b+el@a+B+P+tdlap+apß+P)+eaf=o, 


= 9 werden 


Die Gleichungen 


oder 
a+bh+ck+(b+ch+dk)ß=o, 
b+eh+dk-+4(c+dh+ek)ß=o. 

Die Gleichungen #2 = o, s =o ergeben sich aus diesen durch Vertauschung von a und ß. Man sieht 


nun leicht, dass auch für 0 = o alle acht abgeleiteten Gleichungen des Polynoms ® erfüllt sind. Hierher 
gehören aber sechs Lösungen, weil die Elemente «, a, ß, 3 sich auf so viele Arten permutiren lassen. Daher 
muss der Factor 0 in der Resultante sechsmal vorkommen. Also ist diese 9°f, und nicht bloss £, wie 
Cayley annimmt. Die Resultante U ist also selbst in diesem speeiellsten Falle wesentlich vom 24. Grade. 
Im allgemeinen Falle, wo alle 16 Elemente unter sich unabhängig sind , ist daher gar kein fremder Factor 
von U zu suchen. 

Wir wollen die Voraussetzung ©, : Yy, = 22: Ya , Ls Ys = Lı : Yı noch a priori zu behandeln suchen 
und setzen daher 


D= (az +2bry + ey)? +20 +2cexry+ dy) y + ler + 2dzy+ey)y’. 
Die acht abgeleiteten Gleichungen des allgemeinen Falles redueiren sich dann auf vier: 


dd dd dd dd 
— = 0, = 0 = 0, —— 
dy 


dy de 


=;O0. 


Nehmen wir zuerst nur die zwei letzten von diesen , so ist ihre Resultante : 


V= (as +?bzy+tey)(e+2daey+tey’) — (ba’+2exy+dy’), 


und wenn wir abkürzend 


0 = a.d.c|, die reciproken Elemente a.ß.y, <— A7=3p 
b.e.d B.<.8 
e.d.e Y-%.8 
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setzen, so haben wir 
V= ez —2òry+ (Zy +r y — Bery +H ay, 
und die zwei ersten Gleichungen des ursprünglichen Systemes verwandeln sich in 


aY 2, 
dr "Ay 


0. 


Da 2y + c= 6y + 3p = */⁄ (@—p) ist, so wird die Resultante des Polynoms V nach der bekannten 
Formel 


| er — 7. rap — {'/ (ae — Bò) ++}; 


—‘*/ ù . AG—p). —'/,ß 
Y+ +p . — '/B ° a 


und wenn wir in der Determinante dritten Grades die mittlere Horizontalzeile und die mittlere Vertiealzeile 
mit — 2, also den ganzen Ausdruck mit 16 multiplieiren, und, die Gleichungen ae — Y’=dc, Bdö—ys=dc 
beachtend, a — Bò = y (y— <) = — 3y (y + p) setzen , 


ee. E E — = — EP). 
ò "Sp. ß 
Y+rPp 5 ß s i 


Der Factor 6° — p” ist die bekannte Resultante des Polynoms aa’ + 4b y+6ca’y’ +Aday’ + ey 
und würde, gleich Null gesetzt, x : y = x’: y' geben. Wenn wir diese Lösung nicht wollen, so verlangen 
wir, dass die zwei gleichen Wurzeln der Gleichung V (v, y) =o nicht mit den zwei gleichen Wurzeln der 
Gleichung V (a, y) =0, die wir, mit den Gleichungen 22 = o, = 0 anfangend, erhalten hätten, zu- 
sammenfallen, d. h., wir verlangen, dass das Polynom V zwei Paare gleicher linearer Factoren habe, oder 
dass das System “U = 0, Fr = 0 nicht nur eine, sondern zwei verschiedene Lösungen gestatte. Daher 
darf nicht nur seine Resultante, sondern es müssen auch die Differential-Coöffieienten dieser Resultante 
6° (6° — p°) verschwinden. Dies erreichen wir, wenn wir 9=0 setzen. Die ferneren Schlüsse sind wie oben. 


$. 26. Identifieiren wir nur die Coeffieienten der drei ersten Schichten, indem wir 


b2—ic- ee; j=k=m, 
d=f=9; (ED 


setzen, so wird A = A,= 4,, also J = J —=J,—0,2=0,1ll=o, und wir bekommen mit Weglassung 
des numerischen Factors 


U=W’(yW—S°). 


Da jetzt */⁄ W= A durch keine Permutation der vier Schichten geändert wird, so dürfen wir in seinem 
Ausdruck 


die zwei letzten Schichten mit den zwei ersten vertauschen, wodurch derselbe die Gestalt 


(ao) . (af) + (be) Renee 
(ag) + (ce) » (ah) +(ef)+(by)+(de) . (bh) + (af) 
ce) - (ch) + (dg) . (dh) 


Denkschriften d. mathem.-naturw, Cl. IV. Bd. Ahhandl. v. Nichtmitglied. f 
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erhält, wo (ae) = am — ei, etc. gesetzt wurde. Aendern wir nun die Bezeichnung der Coëfficienten nach 
folgendem Schema 


$ 


a a i a 
b=c=eb j=k=mb 
d=f=y e l=n= o|c 

h d p d 


und setzen z. B. (ab) = ab’ —ab, so wird 


W=3|(ab). (ae) . (be) 
(ac) . (ad)+ (bc) . (bd) 
(be). (dd) . (ed) 


Setzen wir £; : Yı = T: è Y2 = Ts : Ys, so wird 
D= (ax +d y) + 3I (br + byr y+3 (er +eéy) ey + dr +dy)y, 
und wir haben nur die Resultante der kubischen Gleichungen 


azè + 3be’y + 3csy + dy =0, 
da + 3b y+ 3I crey + dy =o 


, S= (ad)—3 (b0). 


zu suchen. Diese ist wirklich 9 W — S°. Wenn wir also diesen Factor von U gleich Null setzen, so erhalten 
wir eine Lösung des Systems der abgeleiteten Gleichungen von 


Ò = (ax, + a y) LaLa Ls F (ba, +D Ya) (Yi Lı Ls + CiYe L3 + LiL:Y) + (Cr+ cY) (21 YY F Yi Lo Y3 
F Y2) + (da, + dyı)yıyıyı » 
worin £; è Yi = T è: Ya sé Ts : Y; ist. 
Wir wollen nun auch diejenigen Lösungen untersuchen, welche dem Verschwinden des Factors W 
entsprechen. Die reciproken Elemente der Determinante */, W = A seien 


A.F.E 
F.B.D 
u. E 


so findet man leicht B= E. Wenn aber A = o ist, so sind die reeiproken Elemente aller drei Horizontal- 
zeilen proportional. Wenn wir also F' = rA setzen, so wird E= B=r”A, und wir erhalten 

u ae ET 
Zugleich ist 


dA , dA , dA , dA, dA, =. mL: Lyd YLL: BaL P IEE PEA 
FFA : Ab dr : FF] : da t. a ViVo Tg : Vya Yı To Ts $ Vy 1Y2Ys $ Cae Y1 Y2 Ys Yre LaLa Tzi.e.. 


Es ist aber 
då z i + dA 1 , a 
dA ; : 3 RER ‚ / 
gg ~ At OCE+B)+24D, T P Aoa A a A i 


Die Gleichung , deren drei Wurzeln y; : £1, Ye: V2, Ys : Vy sind, wird daher 


(O + 2er +E + (d — 3er a2 r EH (Irar d r Abr H er 
= (t—r} (b +Ler+dr’)i+d+?br+cr}=o. 
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(Der zweite Factor gibt denselben Werth von Z, wenn man auch die Accente weglässt.) Diese Gleichung 
hat zwei gleiche Wurzeln, und da nun drei Elemente, von denen zwei gleich sind, auf drei Arten permutirt 
werden können , so entsprechen der Gleichung A = o drei Lösungen des Systemes. Daher erscheint in der 
totalen Resultante U der Factor A auf der dritten Potenz. — Das Verhältniss æ, : Y, ist durch die Gleichung 


a, +tÄay+2r (bu, + by) + rl t ey) =o, 


oder 


bx, +b y, +Ê2r(ex, +cy) +r (de + dy) =o 


bestimmt. 
$. 27. Setzen wir endlich in den allgemeinen Formeln b = c¢, e = i, f=g=j=k, h=l, n=o0, 
wodurch die Unterschiede zwischen der ersten und zweiten Schichte, und wiederum zwischen der dritten 
und vierten, bei den Coëfficienten aufgehoben werden , so wird 
p = (axr, +5 (yı Ta F Tı Y) er dY y) PAEA 
4 (ev. ®. F f i e + %%) + hyy) Ys £ + ©; Yı) 

+ (ma +n (yita + 8Y) + Pyıy)% Ya» 
S=?2f+ap+dm—?%bn+eh), J=o, 
J)=—J,=—f"+f’(ap+dm+2bn+2eh)—?2f(ahn+den+pbe+ mbh) 

— apdm— (bn—eh)’ + aml’+dpe + adr + mpb, 
A+HSJ =A=4A,=la.e. m?’ = 07; 

b.f.n 

d.h.p 
und endlich , abgesehen von einem numerischen Factor, die Resultante 

U = 6 (540° — —36 SJP — (’—712 J) }. 
Sie zerfällt somit in vier gleiche Factoren dritten und einen zwölften Grades. Der letzte ist offenbar die 
Resultante des zweischichtig-quadratischen Polynoms 
(aa? +2bry + dy)? +2(e +2fey+ hy) y +m +2ney+py)y’. 

Ist dagegen der potenzirte Factor 6 =o, so wird es vier Grössen a, B; y, ò geben, welche den Gleichungen 
a +ba+dB=o, | a+ ey + mè =o, 
e+fa+hß=o,|b+fi+ni=o, 
m+na+pß=o,|d+hy+pi=o 

genügen, und die nach 7 aufgelösten Gleichungen 

P—oal+ß=o, P—yrt+i=o 
werden resp. die Verhältnisse 
Yı s Yz nd Ys ; Yı 


De U ER 


zu Wurzeln haben. Da aber die Wurzeln eines jeden Paares zwei Male permutirt werden können, so ent- 
sprechen der Gleichung 9 =o im Ganzen vier Lösungen, wesshalb in der totalen Resultante U der Factor 9 
auf der vierten Potenz erscheint. 

$. 28. Ueber die Classengleiehung einer nach Grad freien algebraischen 
einfach bedingten Totalität. 


f* 
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Eine homogene Gleichung m“ Grades zwischen n+ 1 Variabeln , 


f(T, Y, z,- . w) =0, (1) 


hat mit einer linearen Gleichung 
p=pxe+gyy+...+sw=o (?) 


im Allgemeinen 00°” Lösungen gemein. Weichen nun die Verhältnisse der Variabeln um Variationen erster 
Ordnung von irgend einer bestimmten Lösung ab, doch so, dass die höhere Gleichung (1) immer erfüllt 
bleibt und daher nur a — 1 Variationen unter sich unabhängig sind, so wird im Allgemeinen p von der 
ersten Ordnung sein; und wenn wir verlangen, dass p von der zweiten Ordnung sei, ohne dass diese 
Bedingung die völlige Unabhängigkeit jener n— 1 Variationen irgendwie beschränke, so werden dagegen 


oc" auf 00°! heruntergebracht wird. In diesem besonderen Falle sagen wir, die lineare Gleichung (2) 
habe eine Lösungsgemeinschaft erster Ordnung mit der höheren Gleichung (1). Wir 
erkennen sogleich, dass dies die Coineidenz der Differentialgleichungen erster Ordnung von (1) und (2) 
erfordert, also 


was für n Gleichungen zählt. Da 
d d df 
x h +, +... + w—— =nmf, 
so kann immer eine von den Gleichungen (1) und (2) die andere ersetzen. Wir bekommen so ein System 
von n + 1 Gleichungen, aus welchem die n Verhältnisse @:y:...:w eliminirt werden können. Die 
Endgleichung 
(0, r,.--8)=0 (3) 
wird ausser den reciproken Variabeln p, g, ... s (so wollen wir sie fortan nennen) nur noch die 
Elemente von f enthalten. Ist sie erfüllt, so hat die lineare Gleichung (2) eine Lösungsgemeinschaft erster 
Ordnung mit der höheren Gleichung (1), und umgekehrt. 
Erlauben wir uns den Ausdruck „Lösung’’ für irgend eine Reihe von Verhältnissen aller n +1 
Variabeln v, y, . - - w, so haben wir, wenn keine Gleichung vorhanden ist, oo" Lösungen. Wir nennen 
ihre Gesammtheit die vollständige Totalität oo". Fassen wir nun die Gleichung (1) nur als Totalität 


ihrer 00°! Lösungen auf, indem wir von ihrer explieiten Form abstrahiren, und fügen ihr nun n„—1 lineare 


Gleichungen in æ, y, . - - w bei, die wir auch nur als Totalitäten aller ihrer Lösungen auffassen : so werden 
dadurch die » Verhältnisse der Variabeln bestimmt, und wir bekommen eine endliche Anzahl m von 
Lösungen. Dies ist der Grad jener höheren einfach bedingten Totalität ge 
lineare Totalitäten oo” solche, welche durch eine einzige lineare Gleichung zwischen n + 1 
Variabeln dargestellt sind, so können wir sagen: 

„Eine algebraische Totalität 00" ist eine solche, welche mit a—1 unter sich unabhängigen 
linearen Totalitäten 00"! nur eine endliche Zahl von Lösungen gemein hat. Diese endliche Zahl ist der 


Nennen wir nun 


Grad jener algebraischen Totalität oo’. 

Nennen wir auf der anderen Seite jede Reihe von Verhältnissen der n + 1 Elemente p, q, . . . s irgend 
einer linearen Gleichung pæ + qy + --+sw=o0 oder der durch sie dargestellten linearen Totalität 
oo"! eine reciproke Lösung, so gibt es 00" reciproke Lösungen. Ihre Gesammtheit heisse die v oll- 
ständige reciproke Totalität oc". Besteht nun eine Gleichung wie (3), so stellt sie eine einfach 


bedingte reciproke Totalität oo" dar. Jede Lösung der durch px +9y+ ...+sw= 0 dar- 
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und redueirt sie auf oo°™*. Wir nennen dies eine einfach b edingte reciproke lineare Totalität 
00'”*. Kommen n— 1 (directe) Lösungen zu der durch (3) dargestellten höheren reciproken Totalität 0°" 


hinzu, so ergibt sich eine endliche Zahl p reeiproker Lösungen pE aen : s, welche gleich ist dem Grade 
von (3). Wenn wir aber nur immer die Bedingung der Lösungsgemeinschaft erster Ordnung festhalten, so 
My dürfen wir die Gleichung (3) auch durch (1) ersetzen. Wir heissen dann die Zahl p die Classe der durch 
wei | : (1) dargestellten (direeten) algebraischen Totalität oco”. Daher die Definition: 
Bond | 3 „Sind n —1 beliebige unter sich unabhängige (directe) Lösungen einer reciproken Lösung (directen 
isie | linearen Totalität 00°"), welche immer eine Lösungsgemeinschaft erster Ordnung mit einer (direeten) 
i ün E ` algebraischen Totalität oo"! haben soll, zum voraus gegeben, so heisst Classe dieser letzteren die end- 
mtm, i liche Anzahl jener reciproken Lösungen.” 
ng f ; Es sejen æ, : bpi... ikp, o.n, anib: n 8: k, die n— 1. gegebenen Lösungen der reciproken Lösung 
(N). Wi || P:9:...:8, so bekommen wir die n Gleichungen 
u ; 
B fay-..-wW=o, „Cr, ae = 0 , etC., a, tliy + +4. zo. 


Die Zahl der Lösungen dieses Systemes ist gleich dem Producte aller Grade; also 
p = m (m S D=: 
Daher der Satz: Istm der Grad einer freien algebraischen Totalität 00", so ist ihre 
- Classe m (m — 1)". 
en Syta | Die reciproke Lösung p:g:...: : w ist jetzt bestimmt (wenn gleich nicht in der Einzahl, doch in einer 


mmen De 1 endlichen Zahl). Jede neue hinzugefügte Lösung a,:b,:...: : kı ist daher nicht mehr ganz frei, sondern 
einfach bedingt. Wir bekommen dann die zwei äquivalenten Systeme: 


f. fe Y, z,- -w = 0, P (Pg; - 8) = 0; 
u noch die | df df df 
chen | a T” Fr ae ed, Wp+bgy+...-+hkıs=o, 
| af af af _ = 
Jen IE Fe, +... + k Ie a:p + baq + -+ ks = 0, 
Vir noma | a R 
ds Toli | TER df 
-n — L p... +k — =o, 7: b, ...+hs=0. 
1 lineare | nTa + dy E Ti dw ° Ke ar hiem? 
f 
2 z IE: Da die erste Gleichung des ersten Systemes auch unter der Form 
l | 
at 
en Wir I || ee a df 5 
chen ntl | gr are Kerr 38 
f 
hiw Í dargestellt werden kann, so ist dasselbe unter Anderem auch erfüllt, wenn die Gleichungen 
abhängig | 
Talite | df Ey 3 ð U i 
; —— = 0, —— ER, 
| dæ dy : dw 
sig es sind. Dies hätte p= g =.. = s= o zur Folge, was nicht als Lösung des zweiten Systemes gelten 
en Tal F darf. Wir vermeiden diesen Uebelstand, wenn wir das erste System als bestehend aus linearen Gleichungen 
e die voll | mit den zu eliminirenden Variabeln # Hr, = »... 5 ansehen. Seine Resultante wird dann zur Deter- 
ye einfach | “minante X + £ bcz... k, Wir dürfen also die Gleichung f = o durch die lineare Gleichung 
w=0 i 
A | (ae + (Dy +. -+ k) w=o 
| 
p 
R IE 
i Hi’ 


san — Te — Te 
u U = = Te aa 
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ersetzen, wo durch die Einklammerung reeiproke Elemente der letzterwähnten Determinante bezeichnet 
sind, wenn man sich darin die oberste Horizontalreihe v, y, . . . w durch a, b, . . . k ersetzt denkt, um 
Gleichförmigkeit mit der Bezeichnung der übrigen Horizontalreihen zu haben. Dann ist die Resultante U 
des ersten Systemes in Beziehung auf die Coeflieienten (a), (b), .. . (k) der linearen Gleichung vom 
Grade (m — 1)" und in Beziehung auf die zusammengesetzten Coëfficienten einer jeden der übrigen Glei- 
chungen vom Grade (m — 1)'"', also in Beziehung auf jede Reihe, wie z. B. a,, b,,.... kı vom Grade 
(m— 1)’ + (m — 1)" = m(m — 1)'"', und in Beziehung auf die Elemente des Polynoms f vom Grade 
n (m — 1)". Die Resultante des zweiten Systemes ist offenbar o (a). b), --- (%)) , also in Beziehung 
auf jede Reihe wie a,, bı, . . . k, von-einem der Classe m (m — 1)" gleichen Grade, gerade so wie U. 
Da jeder Lösung des ersten Systemes auch eine des zweiten entspricht, und umgekehrt, so fallen die Resul- 
tanten beider Systeme zusammen ; also ist 


U=:+((a), SER: (k)). 


Daher der Satz: Die Classengleiehung einer algebraischen einfach bedingten Totalität 
mten Grades ist in Beziehung auf ihre Elemente vom a(m— 1)" ten Grade, wenn die 
vollständige Totalität oo" ist. 

Folgende Art, den Grad der Endgleichung (3) sowohl in Beziehung auf die Variabeln p, g, r, als auch 
auf die constanten Elemente zu bestimmen, scheint mir die directeste zu sein. 

Man hat aus den a+2 Gleichungen 


d d d 
Au Sa nn RES = = s0", pc+gy+...+sw=o 


einer jeden der n + 1 höheren Gleichungen vom Grade (m — 1)" und in Beziehung auf die Elemente der 


linearen Gleichung vom Grade (m—1)"*'. Ferner ist in jedem Gliede die Summe aller auf irgend eine ` 


Variable, z. B. 0, bezüglichen Zeiger gleich (m — 1)'*'. Nun seien A, p,... m die Grade, welche irgend 
ein Glied der Resultante in Beziehung auf die Coöflieienten p, q, . . . s hat, mit denen 9"! in den n+1 
höheren Gleichungen behaftet ist, so ist, da 0 in der linearen Gleichung nieht vorkömmt, A+p+...+r) 
(p — 1) die Summe der auf 9 bezüglichen Zeiger; folglich 


A+p+..+07=(m—1). 


Dies ist also der Grad der Resultante in Beziehung auf alle Grössen p, q, . . . s, insofern sie als Coöffieienten 
von 9"' in den höheren Gleichungen vorkommen. In Beziehung auf dieselben Grössen , insofern sie Ele- 
mente der linearen Gleichung sind, ist aber der Grad der Resultante gleich (m— 1)". Also ist über- 
haupt m(m— 1)" der Grad der Resultante in Beziehung auf p, q, ... s. 

In Beziehung auf die constanten Elemente der einzelnen Polynome 47 , Fri >... -SL ist der Grad der 
Resultante resp. 


(m — 1) —ı, (m— 1)’ —p,...., (m — 1)’ —r, 
also inBeziehung aufalle constanten Elemente überhaupt 


(n+ 1) (m — 1’ — A+pe+...+r)=n(m—1). 
Es sei nun @:y:...:w:9 irgend eine Lösung des Systemes der n+- 1 höheren Gleichungen, so 
braucht man nur 9 mit irgend einer (m— 1)ten Wurzel der positiven Einheit zu multiplieiren, ohne 
©, Y,... w zu ändern, um wieder eine Lösung desselben Systemes zu erhalten. Alle (m —1)"*' Lösungen 


und sich nur durch die Werthe von 5 unterscheiden. Da nun die lineare Gleichung 9 nicht enthält, so ist 


De 


nel 


guig 
nibi 


wrieh 
bekom 
setze | 
sel 
kait d 
tente 
tation 

\ 


Sotzen 


so ver 


Syston 


mick 
beh, ı 


HH 


hen 
könne 


r Beitrag zur Theorie der Elimination. 47 
net 
kt, In klar, dass, wen, man in dem Ausdruck II (pxr+gy +... +sw) für die Resultante alle vorhin genannten 
Kane Lösungen substituirt, derselbe die Form der (m— 1)ten Potenz einer symmetrischen Function erhalten 
ME Yon wird. Setzt man daher die Resultante gleich 
il go 
nini LPO fe D, i 
M k so ist die ganze und rationale Function ọ in Beziehung auf p, g,...s vom Grade 
tiy m(m—1)— und in Beziehung auf die constanten Elemente vom Grade n(m— 1)". 
O viel, Ist die lineare Gleichung (a)x + (b)y + . .. + (k) w =o erfüllt, so gibt es auch n Grössen As Mas» +- Aus 
ieh welche den Gleichungen 
s= mh H aht. ta, y= biH bd ...4+6,1, ete, w= kiht.. H krh 
genügen. Denkt man sich diese Ausdrücke für v, y, ...w im Polynom f substituirt, so kommen die 
'otalitit n übrigen Gleichungen des ersten Systemes auf 
venn di l 
ndie LF Mrs; š df E 
dà dis ER EAYN 
als anh ) 3 
zurück. Eliminirt man hier die n— 1 Verhältnisse A, :‘,:...:%,, so wird man wieder die Resultante U 
bekommen. Es muss dann möglich sein, sie unter die Form U=p((a), (b),... (k)) zu bringen. Endlich 
setze man p, 9, ... s an die Stelle von (a), (b), . . . (k), so hat man die Classengleichung $(p, 9,...s)=0 
f gefunden. Die Reduction von U auf jene Form auszuführen, dürfte jedoch nicht geringe Weitläufig- 
I} keit der Rechnung verursachen. Es soll daher im Folgenden gezeigt werden, 1. wie man einen Coefh- 
Element cienten von 9 für sich berechnen, und 2. wie man alle übrigen Coëfficienten durch eine Art von Differen- 
mente de | tiation daraus ableiten kann. 
gend dte i Wir wollen zuerst den Coëfficienten der höchsten Potenz von p in ọ (p, 9,. ~<. s) zu bestimmen suchen. 
he igal | Setzen wir daher Ap” als erstes Glied von ọ, und, um ọ auf dieses einzige zu reduciren, (=r =. ..=s=0, 
imot! | so verlangt die Lösung des zweiten Systemes A=o, da wir p=o nicht zugeben dürfen. Das erste 
ut) || System kömmt dann auf 
| ar D = ae 2 = FE 
$ 
ner || zurück. Man sieht hieraus sogleich, dass A die Resultante des Polynoms f (0, Y, Z, . . » w) mit nur n Varia- 


beln, und als solche untheilbar und in Beziehung auf die ursprünglichen Elemente vom Grade n (m — 1)" 
ist. Hierdurch wird die Richtigkeit der obigen Angaben über das Polynom ọ (p, 9,...s) bestätigt. Der 
folgende Satz wird nun zeigen, wie aus diesem ersten Coöffieienten A alle übrigen berechnet werden 
"Galde | können. i 

Wenn im Classenpolynom ọ(p, q, -. s) der Coëfficient [a, B, y, . - - e] des Gliedes 
pP fri... sin Function der Elemente des ursprünglichen Polynoms f(x, y...w) bekannt 
ist, so ist 


n sie Ble- 
st über 


1 
f—1,ß-+1,y; arme eo 
mgn | wo die ableitende Operation $ darin besteht, dass man die Differentiale der ursprüng- 
en, ohne | lichen Elemente durch andere ursprüngliche Elemente ersetzt, indenen dieaufy be- 
Lösugn | züglichen Zeiger um 1 vermindert und die auf x bezüglichen um I vermehrt sind, und 


ein haben welche (Elemente) ausserdem noch durch die zuletzt genannten vermehrten Zeiger 
alt, | dividirt sind. 


a LT C ang nenne eig 
k n - > 


K 
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Beweis. Setzen wir v =ax + By +... +r.w, y=a x + B' y +... +x w, etc., bezeichnen die 
Determinante der Elemente dieser linearen Substitutionen mit A und ihre reciproken Elemente mit a, b,... 
@,..., so wird =a rtast +... sL = TrPp s£ peee, ete, I =r iL H sT um, 
Wir müssen also gleichzeitig p =ap +a q +... =p +B g+... ete., $ =xp +x +... setzen; 
daher A p = ap +b +... +ks, Ag=ap +b +... +k s, ete. Führen wir jetzt die Operations- 


zeichen 


d + ee EN een eh a EL 


d rd 
Soap teap Er AY 


ein, und vergegenwärtigen uns die Determinantenform der reciproken Elemente wie 
p B” 
LA n 


so finden wir leicht, dass die auf sie ausgeübte Operation ® in der Ersetzung der Reihe ß, 9°, B”, ... 
durch a, a’, «,... besteht und daher das Ergebniss Null liefert, 1. wenn die Reihe 8, ß', 8’, .... . fehlt, 
2. wenn diese Reihe zugleich mit der Reihe a, «, «,... vorhanden ist. Fehlt hingegen die Reihe 
%,@,@,...,80 findet sie sich nach geschehener Operation an der Stelle der Reihe B, 3,P”,... 
Da dies einer Vertauschung zweier Zeilen des vollständigen Schema’s entspricht, so findet ein Zeichen- 
wechsel Statt. Daher ist Ba =— b, Ba —=—b,, ete. Alle andern reeiproken Elemente werden durch 
die Operation $ verschwinden gemacht, eben so A selbst. Man hat daher 


= (4, #4...) Wi = Ee at) RAN 2? TE (Gi TE an 
Mittelst dieser Operationszeichen haben wir 
Er ET h k aa ya 
Also ist irgend ein Glied des transformirten Polynoms 


p’ 6 g 
—1}— É gt va füge rt 
Br er er a re en N BI IS Eo 


fa+b+c+...+f=el. 


Bezeichnen wir nun irgend einen Coöfficienten des transformirten Polynoms f, dessen Zeiger e, 7,8... - 
sind @e+n+9+...=m), mit {e,n,®,...}, so wissen wir schon aus $. 10, dass 


Bfe,n2,0,.-3=(e+N). fe+1,n—1,P,...}, ete. 


ist. Nun wird sich die transformirte Classengleiehung ebenfalls ergeben, wenn man die transformirten 
Elemente von f, wie {e,n,9...} an die Stelle der ursprünglichen in 9 (p, q, - - - s) substituirt und 
gleichzeitig die reeiproken Variabeln p, g,...s mit Accenten versieht. Der so erhaltene Ausdruck 
werde mit ® bezeichnet. 

Es frägt sich nur noch, ob ® und Y zusammenfallen. Die transformirten Elemente je,n,0,...} 
sind in Beziehung auf a, 2, ... a, ... vom m Grade, also ist ® in derselben Beziehung vom Grade 
m . n (m — 1)". Y ist in Beziehung auf a, a',...d,... vom Grade p = m (m —1)""", also in Bezie- 
hung auf a, ß,...a,.... vom Grade n . m (m—1)""'. Folglich sind ® und Y in dieser letzten 
Beziehung vom selben Grade. Wenn sich also beide Polynome durch constante Factoren unterscheiden, 
welche die Grössen a, ß,...«&,... enthielten, so müssten sie in Beziehung auf diese Grössen von 
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gleichem Grade sein; und zugleich ist klar, dass diese Factoren die ursprünglichen Elemente von f nicht 
enthalten können. Ferner müssten $ie alle Reihen jener Substitutions-Elemente gleichmässig enthalten, 
damit Vertauschbarkeit jener Reihen ohne Änderung der Ausdrücke möglich wäre. Dies kann aber nicht 
sein, weil schon der erste Coëfficient von Y, nämlich ọ (a, «, a’,...) die Reihe a, a', a”, .. . nicht 
enthält. Wenn also ® und Y sich durch einen constanten Factor unterscheiden, so kann dieser nur 
numerisch sein. Er wird daher bleiben, wie wir auch a, f, ... a, ... annehmen mögen. Setzen wir 
nun a = f’ = y" =. . . = 1 und lassen alle andern Substitutions-Elemente verschwinden, so hören die 
Transformations-Formeln auf, solche zu sein, d. h. sie geben die ursprünglichen Polynome wieder. Daher 
fallen ® und Y gleichzeitig mit 9 zusammen, folglich auch mit einander. Sie können sich also, wenn wir 
den allgemeinen Fall wieder herstellen, auch nicht durch einen numerischen Factor unterscheiden. 
Ist nun A’p’* das erste Glied von ®, so haben wir 


p A EESE SR q/ : 


wo man sich unter A’ eine ganze Function n (m— 1)'-""" Grades der transformirten Elemente fe, 7, 0, .. .} 
zu denken hat. Da wir nun im Stande sind, auf diese Elemente die Operationen B, ©, . . . X unmittelbar 
auszuüben, ohne auf die Substitutions-Elemente zurückgehen zu müssen, so gilt die Formel auch für die 
nicht transformirten Polynome. 

Setzen wirn=3, und betrachten die vier Variabeln =, y, z, w als Punkt-Coordinaten im 
Sinne Plücker’s, d.h. als unter sich unabhängige lineare Funetionen der gewöhnlichen räumlichen Coor- 
dinaten eines Punktes, so stellt jede Lösung einen Punkt dar, die vollständige Totalität o°° wird zur 
Gesammtheit aller möglichen Punkte oder zum Raume, jede einfach bedingte Totalität ©’ zur Fläche und 
insbesondere eine lineare Totalität ©” zur Ebene, also jede reciproke Lösung p : q : r : s zur Ebene, die 
vollständige reciproke Totalität ©’ zur Gesammtheit aller im Raume vorhandenen Ebenen, die einfach 
bedingte reciproke Totalität ©” zur Gesammtheit aller eine Fläche umhüllenden Ebenen, die lineare 
reciproke Totalität ©” zur Gesammtheit aller durch einen Punkt gehenden Ebenen (oder zu diesem 
Punkte selbst), die reciproken Variabeln p, g, r, s endlich werden zu den Flächen-Coordinaten 
Plücker’s. Eine algebraische Totalität ©* wird zur algebraischen Fläche, ihr Grad wird die Zahl von 
Punkten, die sie mit zweien sich schneidenden Ebenen gemein hat. Eine Ebene, die eine Lösungs- 
Gemeinschaft erster Ordnung mit einer Fläche hat, wird zur Berührungsebene. Die Classe einer alge- 
braischen Fläche ist die Zahl ihrer Berührungsebenen, welche durch zwei beliebig gegebene Punkte gehen. 
Die Classen-Gleiehung einer algebraischen Fläche stellt die Beziehung zwischen den Flächen- 
Coordinaten einer jeden ihrer Berührungsebenen dar; sie zeigt uns also gleichsam die Fläche als 
Gesammtheit aller ihrer Berührungsebenen. Wir haben somit den Satz: Die Classen-Gleiehung 
einer nach Grad freien algebraischen Fläche m“ Grades ist in Beziehung auf die 
Flächen-Coordinaten vom m (m— 1)” und in Beziehung aufdie Elemente der Grades- 
Gleichung vom 3 (m —1)”“" Grade. 

Für n = 2 wird die vollständige Totalität ©” zur Ebene u. s. f. Der Grad einer algebraischen 
Curve ist die Zahl von Punkten, in denen sie von irgend einer Geraden geschnitten wird, ihre Classe ist 
die Zahl ihrer Tangenten, welche durch irgend einen Punkt gehen. Die Classen-Gleichung einer 
nach Grad freien algebraischen Curve m“ Grades ist in Beziehung auf die Linien- 
Coordinaten vom m (m— 1)" und in Beziehung auf die Elemente der Grades-Glei- 
chung vom 2 (m— 1)" Grade. 

Zum Schlusse dieses $. wollen wir noch die oben beschriebene Construction der Classen-Gleiehung 
auf die freie Curve dritten Grades anwenden. Ihre Gleichung sei 


a +by+c+3dayt+3erz+3fy"r+3gey+3hr+3iye+bkeyz=o. 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl. v. Niechtmitgl. g 


Schläfli. 
Der Coëfficient von p° ist die Resultante des Polynoms 


by +3fyz+3iyr+cz, 
also gleich 


4 Ce f—) bi— fA — fibe =6bfice— Abd — tef +I fE — ei. 


Die Operationen ® und Ç bestehen darin, dass die Differentiale 


a 0 0 
der Coefhicienten TAR rep.in A0 und in 0.a übergehen. 
g9.k.h 2d.e.o o.d.2e 
b.f-i.ec 39.2k.h.o 0.9.2k.3h 


Vollführt man. die Operationen, so erhält man folgende Classen-Gleichung, worin von jeder Gruppe 
ähnlicher Glieder immer nur eines gesetzt ist, da die übrigen durch blosse Buchstaben-Vertauschung sich 
daraus ergeben: 
(6b fie— Ab — tef? +3 f Ë— bc’) p+ ete. 
+6(—3gfie—2kbie—hbfe+2gÖ +2hbö+äkf’e—2kfÜ—hf’i+gbe‘) p’g+ete. 
+3 (6dfic+12gkic+6ghfce+2ebic+kkhbe— dl — 12 gh”— +4 k bi—kef’c—16K’fe 
Hefi +4 ë +8khfi+k —2dbe — 3 g À) p g+ ete. 
+6 grie—2gkfe+11ghfi+3hrbf—2khbi+2dbic+2ebfe+kk’be—5ghbe— Wgki 
— 10kh? — eb? —Adf’c+2dfÜ+2ef’i+SsKkfi) p'gr+ete. 
+6(— 9dgie+6g’he+10dkfe—Regfe—4gk’c— 13 dh fi—10gh’f—abic+hdhbe—6ekbe 
+5ehbi+2gkhi— 2kh’b+Adkö+lleg®+2af’c+4ehf’+16Khf— aft —12ekfi 
—8 k i) p’ g r+ete. 
+2 (—3afic—3behe—18 dkic—18 gkhe— Idhfe—Igiec+2a®+2bh’+1Sdh+1Sgih’ 
+24ekfe+16k’c—6bekÜÖ—6fkh’— behfi—12Kk’hi+abe+9Idge?) pP P+ ete. 
+6(8dgke+8akfi+8ekhb+19 dghi+19 eghf+19 de fi—5 eg’ c—5 d fe—5 ahf’—5 ag? 
—5 dh b—5 e bi— ht g hk— tdi —tre f’ —18dkhf—18egki—agfe—debe—ahbi— t gkh 
—ıdki—hek’f+hakbe+8k) Pfr =o. 


Cayley hat im ersten Bande des Cambridge and Dublin Mathematical Journal die Classen-Glei- 
chung der Curve dritten Grades ebenfalls gegeben. Sie stimmt aber mit der meinigen nicht überein; und 
doch halte ich diese für` richtig, da ich sie noch durch ein verändertes Verfahren verifieirt habe. Ich liess 
nämlich im Ausdrucke für den Coöfficienten von p° die vier numerischen Factoren unbestimmt, und suchte 
aus diesem durch die Operation 4 ®*€* den Coöffieient von p°g°r°. Dieser sollte sich durch die Vertauschung 
von p, g 2. B. nicht ändern, was scheinbar sieben lineare Bedingungs-Gleichungen für jene unbestimmten 
numerischen Factoren gab. Diese kamen indess nur auf zwei unter sich unabhängige Gleichungen 
zurück, und reichten daher zur Bestimmung der drei unbekannten Verhältnisse jener numerischen Faetoren 
nicht hin. Daher nahm ich noch die Bedingung hinzu, dass der Coöflieient von p° verschwinden muss, 
wenn f (0, y, z) ein Cubus ist; und jetzt konnten jene numerischen Factoren bestimmt werden. Die 
gefundenen Werthe wurden in den Ausdruck für den Coöflicient von p*g’r’ eingetragen, und das 
Ergebniss demjenigen der direct von der Kenntniss des Coöffieienten von p° ausgehenden Rechnung gleich 
gefunden. 

Ich weiss nicht, ob folgende Bemerkung schon gemacht worden ist. Dass es drei Funetionen fünften 
Grades, 42 , 2 , 2? , gibt, welche sich wie x, y, x verhalten, ist bekannt. Es gibt aber auch sechs 


dp dg ur re} 
Funetionen vierten Grades in p, g, r und zweiten Grades in Beziehung auf die Elemente des 
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ursprünglichen Polynoms f, nämlich L, M, N, P, Q, R, welche sich wie x°, y, 2’, 2yr, 228, 22Y 
verhalten. Da somit die Gleichungen 
2Lp+ Ry+0Or=o, 
Rp+2Mg+Pr=o, 
Op Py+Nr=o, 
bestehen, und zwar, weil nur vom fünften Grade , identisch bestehen, so folgt aus denselben leicht, dass 
AMN— P=py , ANL— @ =gp , ıLM—-R=ro 
OR—R2LP=grg , RP—2MQ=rpg , PO—2NR=pyyp 
|. ist, wo 9 (p, q, r) das Polynom der Classen-Gleichung bezeichnet. Endlich ist noch 
ler An pOR+4RP-+rPOQO=pyrg. 
Obgleich die sechs vorigen Ausdrücke in Beziehung auf p, g, r, den achten und der letzte den neunten 


Grad erreichen , so scheinen sie dennoch wegen ihrer leichten Theilbarkeit brauchbar, um das Polynom ọ 
darzustellen. Ich bemerke noch, dass die Functionen P, Q, R auf folgende Art gefunden werden können. 


’ 


o f Ist f (x, y, z) das ursprüngliche Polynom, so sei 3 df = fıde+f,dy+fsdz. In dem Schema 
16k fe | | ho n—N:. filr op) - fg» —p; 0) 
gi f- 0, r, — q) . hr: 0, p) . felg: — p: 0) 
-Hyhi f: 0: r,—49) ° ler 0, p) . fp 0) 
i ersetze man nach und nach die erste, zweite, dritte Verticalreihe durch P» 9; r, und bilde jedesmal die 
be— beth Determinante, so wird man die Functionen 


ARelfi | »P,00,rR 
erhalten. 


TES ' Gibt man der Gleichung der freien Curve dritten Grades die reducirte F orm 


| ++ —Iaryz=o 
| und lässt 0 einen unbestimmten Factor bezeichnen , so muss die Classen-Gleichung durch Elimination von 
bi-Agkl | 3 9, x, y, z aus den Gleichungen 
|| Op =z —ayz , dy=y—aza , Or =z —ary , pc+gy+rz=o 
w | hervorgehen. Substituirt man nun auf der linken Seite der Gleichung 


be, Mehle | 
t, und sucht 


(1—.a’) dp. zyz+® (@ ayr— a pP)e+r yte z) = (yr—aa)(a’+y’+2° + 3aryz) 


Veruschug | die obigen Werthe von 6p, 0g, Or, so wird man die Gleichung identisch richtig finden. Setzt man jetzt 
unbestimmte f abkürzend i ; 
Gleich | A EA En: 
hen Factora 
winden ms, | und lässt die Buchstaben fortschreiten, so gewinnt man folgendes System : 
m i px + gy +rz=o, 
Bo || pw + (2agr—a’p’) x +r’y +z =o, 
nung g | qw +r æ+ @oarp—a Dy +pz= o, 
A l rw +fz + py + ÊCapq— ar) z =o. 
nen f 
p anch sed |} Die Elimination von w, x, y, z gibt die Classen-Gleiehung 
'Jemente d8 | HEHP Ip’ — h(a a) EHH E I 8 ap r) = o0. 


gs 


nes man ramme nn -= meee ee Se 
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Die Anwendung linearer Substitutionen zur gleichzeitigen Zurückführung der Grades- und Classen-Glei- 
chung der Curve auf ihre allgemeinen Formen hat mich auf den im folgenden §. darzustellenden allgemeinen 
Satz geführt. 

$. 29. Ein zur Theorie der Determinanten gehörender Satz. 


Es seien 5 es n Horizontalreihen von je » Elementen, 


alle Elemente seien ebenfalls in Verticalreihen geordnet. Die Verticalreihen werden durch Buchstaben, 
die Horizontalreihen durch Accente unterschieden. Die Determinante aller Elemente sei A. Die reciproken 
Elemente mögen mit den entsprechenden grossen Buchstaben bezeichnet werden, so dass 


A=aA+adA+et.e=aA+bB+ceC+ 


ist. (Dann ist bekanntlich 2+AB’C"... = A"). Jetzt soll ein neues Quadrat von Elementen auf 
folgende Weise gebildet werden. Man schreibe alle Combinationen mit Wiederholungen zur r“ Classe, 
welehe aus den n ursprünglichen Elementen a, b, e,... der ersten Horizontalreihe gebildet werden 


können, in eine Horizontalreihe. Diese wird also (**7') = ("+7") Elemente enthalten. Man denke 
sich nun für a, b, c, ... resp. die linearen n gliedrigen Polynome at +at!+al"+...,bi+bt 
+t +... ete. gesetzt und sämmtliche Combinationen derselben nach den Potenzen und Producten 
von £, t, t, .. . entwickelt. Man schreibe diese letzteren in solcher Ordnung in einer Verticalreihe,, dass 
die Folge der Combinationen mit derjenigen in der obersten Horizontalreihe übereinstimmt, wenn fin a, 
ť in b, t in c, u. s. f. übergeht. (Soll die zuerst erwähnte Horizontalreihe die oberste sein, so muss die 
Reihe ihrer Elemente mit a" beginnen, und diese ganze Horizontalzeile wird dann der Combination € ent- 
sprechen.) Die Coöflieienten der Entwickelung jeder Combination der linearen Polynome werden, mit 
ihren numerischen Factoren versehen, in senkrechter Reihe unter einander geschrieben, so 
dass jeder Horizontalzeile die betreffende Combination von £, ?.!’,... zur Seite steht. 


e r TE . 
t | rad. (r—Na’ab+ta. 


Die Determinante dieser neuen Elemente sei Q, so ist Q in Beziehung auf die ursprünglichen einfachen 
Elemente vom Grade r CH) = n CET’). 

Auf ähnliche Weise verfahre man mit den reciproken Elementen A, B, C,... , mit dem Unter- 
schiede, dass in Beziehung auf numerische Factoren horizontal und vertical vertauscht werden. Man 
schreibe nämlich sämmtliche Combinationen mit Wiederholungen zur r'" Classe, welche aus A, A', A"... 
gebildet werden können, in die erste Verticalzeile, und denke sich dann diese Elemente resp. durch die 
Polynome Ax+By+0Cz+...,42+By+Üz-+...,ete. ersetzt. Die einzelnen Vertical- 
zeilen sollen dann die Coöffieienten der Combinationen von æ, y, z, .. . enthalten. 


A 2 rA'B p 
ATA . (r—1) A” A B+A™'B. 


Die Determinante dieser Elemente sei ®, so ist ® in Beziehung auf die ursprünglichen Elemente 
a,b,ec,...vom Grade n (n—1) ("}:7'). Nun multiplieire man alle in der ersten Horizontalreihe 
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von Q enthaltenen Elemente mit den entsprechenden der ersten Horizontalreihe von ® und addire die 
Producte, bilde dann ähnliche Produetensummen durch Verbindung der ersten Horizontalreihe in Q mit 
der zweiten, dritten, . . . Horizontalreihe in ® und schreibe alle so erhaltenen Produetensummen in eine 
Horizontalreihe. Eine zweite Horizontalreihe gehe aus der Verbindung der zweiten Horizontalreihe in Q 
mit sämmtlichen Horizontalreihen in ® hervor u. s. f., bis jede Horizontalreihe in Q mit jeder Horizontal- 
reihe in ® verbunden ist. Dann wird nach einem bekannten Satz die Determinante aller so erhaltenen 
Produetensummen gleich sein dem Producte QO der beiden vorigen Determinanten. 
Betrachten wir nun diese Produetensummen näher, so ist z. B. 


@.A+amb.rA"B+...=(aA+bB+clC+...). 
Setzt man 


d d d d 


Aag tB gp teem 9 A ——+...=D'., 


u. s. f., so ist 


BAVAU = ee AH HA +.) 


und da alle Glieder einer und derselben Horizontalreihe durch dieselbe Operation aus den entsprechenden 
Gliedern der ersten Horizontalreihe hervorgehen, 


Eae ; 3 
aA ANA... +ete— 1.3. ..,P'P" „.(aA+bB+..)"=(aA+bB+..)(aA +.) (a A" +)". 


Um nun auch nach a, b,.. . zu varliren, setze man 


a ER EN; FR PRE 
ee s a Ta ES . 


u. s. f., so ist 


rl DRG r 4 
ST TR RN er BEN ’ AHX +... =r + le ar] 


und demnach 


ame... 
-y a X A A" A”... 4 ete. = -yr (aA+bB4 eela A+bB+..)".... 


Das entwickelte Resultat wird ein Aggregat von Producten sein, deren Factoren sämmtlich die Form 
am AW +b B® +... haben werden, wo (p), (g) gleiche oder ungleiche Accente bedeuten. 

Sind jetzt A, B,...A,.. . die reeiproken Elemente zu den ursprünglichen @, b, .. . , so redu- 
ciren sich alle Factoren von der so eben angeführten Form auf o oder auf A, je nachdem die Accente 
(p), (q) verschieden oder gleich sind. So lange nun die beiden Folgen von Exponenten A, X,A,... und 
Bus, . . nicht geradezu coineidiren, kann in dem erwähnten Aggregate kein Product vorkommen, 
das keinen verschwindenden Faetor hätte; das Aggregat muss daher verschwinden. Coineidiren aber die 
beiden Exponentenfolgen, so gibt es in der Entwickelung von 


DOENZA] 
ee (A+bB+. Ill +5B +... aA +bB" +... 


ein nicht verschwindendes Glied, nämlich 


(aA+bB+..S@A+b5B+,.I @A+V"B’ +... U. 
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Von den betrachteten Produetensummen haben also alle in der Diagonale des Quadrates liegenden 
denselben Werth A”, alle ausserhalb liegenden den Nullwerth. Ihre Determinante ist daher 


ERBEN 

Da aber A untheilbar ist, so kann Q keinen andern Factor als A haben, und weil in Beziehung 
auf die ursprünglichen Elemente a, b, . . . die Funetionen Q und A resp. von den Graden n und n('+'7' 
sind , so ist 

@+)@+29)...@+r—1) 
DEN Trance 

bis auf einen allfälligen numerischen Factor. Um diesen zu finden, setze man die in der Diagonale liegen- 
den ursprünglichen Elemente a, b', c”, d”,... der Einheit, alle übrigen aber der Null gleich, so wird 
A=1. Was dann die zusammengesetzten Elemente r“" Grades betrifft, deren Determinante Q ist, so wird 
man sich leicht überzeugen, dass alle in der Diagonale der Einheit, alle ausserhalb der Null gleich 
werden. Also ist auch Q = 1. Der gesuchte numerische Factor ist also 1, und die oben aufgestellte 
Gleichung ohne weiters richtig. 


Ueber eine merkwürdige Art, die Classengleichung der Curve dritten Grades zu finden. 


Wenn f (x, y, 2)=o die Gleichung einer Curve dritten Grades ist, so wird man die Classen- 
Gleichung derselben Curve erhalten, indem man die drei Verhältnisse v : y: z: V0 aus den vier 


Gleichungen 
df df df 
dæ PART RT N A ka 


eliminirt. Cayley (Cambridge and Dublin Mathematical Journal t. 1, p. 97) und Hesse (Crelle 
XXXVI, S. 172) haben gezeigt, wie man aus diesen eine Gleichung ableiten kann, welche sowohl in 
Beziehung auf x, y, z als auch auf p, g, r homogen und vom zweiten Grade ist. Betrachtet man darin 
£, Y, z als die constanten Coordinaten eines Punktes P der gegebenen Curve dritten Grades und p, q, r 
als variable Linien-Coordinaten,, so ist sie die Classen-Gleichung des Polarkegelschnittes jenes Punktes P. 
Da dieser Kegelschnitt die ursprüngliche Curve in P berührt, so ist klar, dass seine Classen-Gleichung 
zugleich mit dem Systeme der obigen vier Gleichungen Statt findet. Multiplieirt man nun die lineare 
Gleichung des Systemes nach und nach mit =, y, z, so bekommt man im Ganzen sieben Gleichungen, 
aus denen die sechs Verhältnisse &’: yY::yz:ze:2y:0 auf lineare Weise eliminirt werden 
können. Man wird so die gesuchte Classen-Gleichung der ursprünglichen Curve in Form einer Determinante 
siebenter Ordnung erhalten. à 

Eine andere Lösung der vorliegenden Aufgabe habe ich in §. 28 meiner Abhandlung über die Resul- 
tante gegeben, und dort beiläufig auf die Existenz von sechs Funetionen vierten Grades in p, q, r hinge- 
wiesen, welche sich wie die Combinationen zweiten Grades der ursprünglichen Variabeln x, y, z verhalten, 
und vermöge dieser Eigenschaft zu einer dritten von der vorigen ganz verschiedenen Darstellung der 
erwähnten Classen-Gleiehung führen. Indem wir nun hierauf näher eingehen, wird sich uns gleichzeitig 
ein merkwürdiger Beitrag zu der von Hesse und Aronhold bearbeiteten Theorie der Wendungspunkte 
der Curven dritten Grades ergeben. 


$. 1. Der leichteren Darstellung wegen fassen wir die Aufgabe zuerst etwas allgemeiner, wie folgt: 
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Es sind drei homogene quadratische Polynome fio fz» fs; der drei Variabeln z, y, z 
gegeben, und es soll sfı+yfe+zfs=0 sein. Man verlangt eine Gleichung, welche 
keine andern Variabeln, als die Verhältnisse jener Polynome, enthält. 

Aus dem Systeme der vier Gleichungen 


f=9p , f=0q , f=0r , (1) 
px+4gy+rz=o (2) 
sind die drei Verhältnisse æ : y: z: V 0 zu eliminiren. Die Resultante wird die Form {F (p, y, r)} haben, 
wo F eine Function sechsten Grades in Beziehung auf die Variabeln p, g, r und vierten Grades in Bezie- 
hung auf die constanten Elemente bezeichnet. Wir setzen daher einfach 


F (p, q, r)=0 

als Endgleichung hin. Wenn wir jetzt mittelst der linearen Gleichung (2) aus den drei quadratischen (1) 
z. B. die Variable v eliminiren, so erhalten wir drei Gleichungen, welche nur Y’, YZ, 2°, 0 enthalten 
und in Beziehung auf diese Grössen homogen und linear sind. Sie reichen also gerade hin, um uns, nach- 
dem wir sie als lineare Gleichungen aufgelöst haben, die drei Verhältnisse y’ : yz : 2°: 0 zu liefern. Wir 
bekommen also für das Verhältniss y : z zwei Ausdrücke. Werden diese einander gleich gesetzt, so 
muss die linke Seite der redueirten Gleichung das Polynom der gesuchten Classen-Gleichung als Faetor 
enthalten. 

Es möge f irgend eines der gegebenen quadratischen Polynome und w die entsprechende unter den 
Variabeln p, g, r bedeuten, so wird durch das genannte Verfahren 


Prf@ y, )=fl-9y—rz,py pz) = bp w. 
Definiren wir nun die Operationszeichen p, q, t durch die Gleichung 


= ap+Ppa+rt;, 


| d d d 
dz dj ds 


E E 
E 
PE 1y—r2:, PYPE) = (29 — Yf: 
Wir bekommen so im Ganzen folgende drei Systeme von je drei Gleichungen: 
(ca — yr f=20p w , (rr—zy f=20fw , (yp— ra f=20r w, 


und, wenn wir jedes derselben wie ein System linearer Gleichungen behandeln, 


so haben wir 


20p°:2°:2yz: yP=lgg, gt, tr): (o, gr, r1): — (99, 8, ri): (gg, gt. o), 
2b: z’: 222: 2=(tr, Pr, pp) : (w, pr, pp): — (er, w, pp): (tr, pr, w), 
207°: yY: 2ay:a=lpp, Pa ag) : (w, Pa qa) : — (Pp: w, qq) : (PP, Pa, w), 


wo der Kürze wegen 
(aq, ar, rr) = Z + qafi- qarfe- tif , ete. 


gesetzt ist. Die zwölf hier vorkommenden Determinanten können aber auf sieben ganze Functionen zurück- 
geführt werden. Da nämlich 


pp tHgırrti=o 
st, so folgt 


r (qq, qr, r1) = (9: —a pp +ga) > PP +49’) = Pa — pa, pp), 
oder 


(Iq Ar, t1): (PP, PA qq) =p ir. 
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Die zwei Polynome sechsten Grades auf der linken Seite dieser Proportion sind also resp. durch pë 
und 7° theilbar. Wir dürfen daher setzen : 
(a9, gt, tr)=8p° E GOIG pp)=8¢ Y » (PP. VA ar Y 


und Y (p, q,r) wird eine ganze Function dritten Grades in p, g, r sein, die in Beziehung auf die 
ursprünglichen Elemente ebenfalls vom dritten Grade ist. Es gelte nun die Gleichung 


f y z) =ar tby tez +dyz+2esz+ fry 


symbolisch für alle drei gegebenen Polynome, indem man die Elemente nur mit den untern Zeigern 1, 2, 3 
zu versehen braucht, um die einzelnen Polynome zu unterscheiden. Dann ist 


ppf =b —2dgr +e , | ar f=—agr +epg + fpr—dp , 
qaf =c — epr + ar , | ptf =— brp + fyr+dpg—eg, 
—trf=af—2fpg+bp, | paf =— cpg + dpr + eyr—fr. 


Aus dieser Uebersicht wird klar, dass in den Determinanten (w, qr, rr) und — (qq, w, rr) resp. die 
mit ce und d bezeichneten Elemente fehlen. Wenn daher symbolisch 


d d d d 
BT Fe 


gesetzt wird, so ist 


d i d 
oT (19, qar, rr) = 2p (w, at, tr), 7,09: qr, rr) = — 2p (qq, w, tv), 


also 


; dY dY 
pikro tp ioke lt 2 i re 


Setzen wir jetzt der Kürze wegen 


dY dY dY dY dY 
== == -— == — —— P == m = _—_ = 
es er". ET ee ai 
so sind diese sechs Polynome in Beziehung auf p, y, r vom vierten und in Beziehung auf die constanten 
Elemente vom zweiten Grade. Wir können nun leicht die drei obigen Reihen von gleichen Verhältnissen 


auf eine einzige Reihe zurück bringen. Es ist 
DEP E Hays. OE B aey ENE ME N: P:O:N. (3): 


Wir kennen nun drei Reihen von Polynomen vierten Grades in p, g, r, die mit den Variabeln æ, y, z 
proportional sind. Substituiren wir dieselben in der Gleichung y@ +gy+rz= 0, so erhalten wir 


2Lp+ Rq+ Or=o, 
Rp+2Mg+ Pr=o,, (4) 
Qp+ Py+?2Nr=o. 


Diese Gleichungen müssen alle identisch sein; denn sonst hätten wir eine Endgleichung vom fünften 
Grade, während sie doch nothwendig vom sechsten ist. Man kann übrigens die‘ identische Gültigkeit auch 
direct beweisen, indem man wiederum die obigen Determinanten an die Stelle der Z, R,... zurück 
bringt und dann eine der Operationen p, q, t mittelst der Gleichung pp + gq + rr = o eliminirt. Betrachten 
wir aber nur die explicite vorhandenen p, q, r als die Variabeln und die Funetionen 2Z, R, . . . als die 
Elemente des Systemes, so schliessen wir, dass je drei auf eine Horizontalreihe fallende reeiproke 
Elemente mit p, 9, r proportional sind, woraus leicht folgt, dass alle sechs reciproken Elemente 
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mit p°, , 7°, gr, rp, pg proportional und daher durch eben diese Grössen theilbar sind. Wir setzen 
demnach: 

+4 MN— P =p#F , | OR—?2LP=grF, 

4 NEL—Q@=¢FF, | RP—2M0=rpF, | (5) 

4 LM— R =F, | PO—2NR=pqyF, 


wo F' eine ganze Function sechsten Grades in p, g, r und vierten Grades in Beziehung auf die ursprüng- 
lichen Elemente bezeichnet. Es ist klar, dass alle diese Gleichungen identische sind, so gut als die 
Gleichungen des vorigen Systemes (4), aus dem sie geschlossen wurden. Bedenken wir jetzt, dass die 
Coëfficienten in den drei linearen Gleichungen (4) mit x, y, z proportional sind, und heben hiedurch die 
gegenseitige Unabhängigkeit von p, y, r wieder auf, so müssen alle sechs zuletzt angeführten reciproken 
Elemente verschwinden, was offenbar nur geschehen kann , indem 


F(p,g9,r)=o 
wird. Ist diese Gleichung nicht identisch, sondern wird durch sie wirklich eine Abhängigkeit zwischen 


p, q, r gesetzt, so kann sie nichts anderes als die gesuchte Endgleichung sein. (Wäre sie aber identisch, 
so würde daraus folgen 


L= M= un N= n PE 0-21, R=2%8,, 


wo À, œ, v ganze Functionen zweiten Grades bezeichnen, und ferner 


Ip+ugtr=o 


eine identische Gleichung. Eine solche ist aber nur möglich, indem 


=agyr , p=Prp ,v=rpg ,a+tß+rY=o 
ist. Man hätte also 


T E 
Bey e 
Es ist nun leicht einzusehen , dass das ursprüngliche System (1), (2) keine solche Lösung haben kann.) 
Wenn man Z aus den Gleichungen 


OR—2LP=ygrF , 2Lp+Rg+0Or=o 
eliminirt, so ergibt sich 


pOR+yRP-+rPO=pygrF. 


Dies ist die in $. 28 meiner Abhandlung über die Resultante gegebene Formel. 
Aus dem Früheren ergibt sich leicht 


= (pP, q9, 1 )=—2pgrV, 
oder 
fı (2, r,—q) . fi (—r,o0, p). fı (,—P, 0) = —?pgrYV. 
f: (0; r=) - fl T, o, p). RW — p., 0) 
fs 0, r, —4) - fs > 0, p) -  W>—P: 0) 

Es bleibt uns noch übrig, die Bedeutung der Function W zu untersuchen. Ist zugleich mit dem 
Systeme (1), (2) auch die Gleichung Y (p, g, r) = o erfüllt, sind also die zwei Verhältnisse p : q : r 
durch die zwei Gleichungen F'= 0, Y = o bestimmt, so würde aus den Proportionen (3) 0 = o folgen, 
wenn eine der sechs Funetionen Z, ... von Null verschieden wäre; und da das Verschwinden aller 


- ursprünglichen Variabeln vo, æ, y, z nicht als Lösung des Systemes (1), (2) gelten darf, so müsste 


die Resultante der Gleichungen f, =0, f = 0, fs = 0 verschwinden. Da wir aber eine solche Beschrän - 


Denkschriften d. mathem.-naturw. Cl. IV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. h 
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kung der Allgemeinheit der Polynome f,, f+, fs nicht vorausgesetzt haben, so bleibt uns nichts anderes 
übrig, als alle sechs Funetionen L, . . verschwinden zu lassen. Daher der Satz: 
Wenn die zwei Verhältnissep:g:rdurch die Gleichungen #=o,W=o bestimmt 
sind, so genügen sie den sechs Gleichungen Z=o, M=0, N=0, P =0, Q =0, R =0. 
Noch mehr. Wir brauchen nur eine der Gleichungen (5) zu differentiiren, um einzusehen, dass als- 
dann auch die drei ersten Differential-Coöftieienten von F' verschwinden. Wir schliessen hieraus, dass die 
achtzehn Lösungen des Systemes #—= o, V = o paarweise zusammenfallen. Es gibt also nur neun ver- 
schiedene Lösungen. 
Die Function ¥ hat noch eine andere Bedeutung. Ersetzen wir nämlich das System (1), (2) durch 
Folgendes: - 
Deu p +y Hi. 
a Df =0p , Df: =b T Df: =9r » (6) 
pr+qy+rz=o , pr +qy +rz =0, (N 


und eliminiren mittelst der Gleichungen (7) z. B. x und æ’ aus den Gleichungen (6), so bekommen wir, 
ähnlich wie oben, ein System von drei Gleichungen 


(za — yt) (z a—y Nf =20p w, 
und indem wir von hier aus ganz denselben Weg befolgen, gelangen wir zu den Proportionen 
0: wx yy izz : (yz y +z): (x +z ae): (wy +y) i (8) 
ENRE EMEN : P : Q : R Te 
Die identischen Gleichungen (+) und (5) werden ihre Geltung behalten. Aber, da das System der 
fünf Gleichungen (6) und (7) nur gerade hinreicht, um die fünf Verhältnisse æ : y : z, :y: 2,0: & 
zu bestimmen, so bleiben p, q, r frei, und F' wird im Allgemeinen nicht verschwinden. Daher werden 
auch, wenn wir Y = o setzen, die sechs Funetionen L, M, N, P, Q, R nicht verschwinden, und wir 
bekommen 9 = o. Also ist W die Resultante der fünf Gleichungen 


+ Dfi=o , + Df;=o , + Dfi=o ,pa+qy+rz=o , pæ +qy +rz =o. 


Bedeuten a, 2, y willkürliche Factoren, so sind die durch die Coordinaten x, y, z und 2, x, z 
bestimmten Punkte P, P’ ein gemeinschaftliches Paar harmonischer Pole aller in der durch die Gleichung 


afı +Pe+rf=o 
dargestellten Doppelschaar enthaltenen Kegelschnitte, und p, g, r sind die Linien-Coordinaten der dieses 
Polenpaar verbindenden Geraden PP‘. Es ist bekannt, dass beide Punkte P, P sich auf einer und der- 
selben Curve dritten Grades bewegen, deren Gleichung, 


> ET, 
Er T Tz 


= 0 


ist. Also stellt die Gleichung Y = ọ die Curve dritter Classe dar, welche von allen durch die Polenpaare 
eines und desselben Systemes (es gibt deren drei) gelegten Geraden P P' umhüllt wird. Es ist dies die- 
selbe Curve, welche von Hesse in Crelle XXXVII, S. 250—256 betrachtet wird. Dort ist ihre Glei- 
chung aus der reducirten Form des Polynoms ọ, wo alle sechs Combinationen , wie æ’ y, wegfallen, her- 
geleitet. Hier aber haben wir W ohne irgend eine besondere Annahme hinsichtlich der Polynome fi, fz, f 
gefunden. 

$. 2. Als Vorbereitung auf das Folgende legen wir uns die Determinante 


2 = ((ap+ Bat)? , (ap+Batr) pH IFO , pHa tr) 
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zur Reduction vor. Wir setzen 
oap+ßa+yr=D > 
ap+Pa+Yrt=D > 
pp+gatrı=o , | 


Dann ist 


Determ. =T, reciproke Elemente der zwei ersten Horizontalzeilen | «a. 
z 


l 


~x oo 
So 
RN, 


Ip=aD+dD ,Tg=bD46D ,„Iht=cD+cD, 
also 
IP’ (ga, ar, t)=((bD+b.D)’ , (bD+bD)(ceD+cD), (eD+eD)') 
Wr Ver r Di: Ben: DE rer ee IX 

2bb .be+be.2cd |DDfi. DDf,.. DD/f; 2bb .be+be. 2ed 

be Dee re D’fi. D’f . Dfe Der re a 
Die Determinante, welche hier als Factor von Q erscheint, ist aber nach $. 29 meiner Abhandlung über 
die Resultante identisch mit 


b.c 
b.e 


== (p) 


Daher verwandelt sich die letzte Gleichung in 


SS Eea S; 


o8 eaa E NT) (9): 
Ge E 
pagat 
Es gibt eine ganze Reihe solcher Gleichungen. Wir wollen uns aber nicht dabei aufhalten, sondern jetzt 
den Einfluss untersuchen, den lineare Substitutionen auf die Gestaltung der Function Y ausüben. 
Das ursprüngliche System gehe durch die linearen Substitutionen 


t=hAa+py+vz , =Ñ epp yty z , E= epu yH z, 


aus einem andern Systeme 


folglich ist 


ott, t =bu , p= bu- e'=du ,„ tuttu ttu =0 


hervor, wo ø, g', 2’ ebenfalls homogene ganze Funetionen zweiten Grades der Variabeln ż, ”, ¢ 
bezeichnen. Es sei ferner Y (u, u , u”) für dieses System dasselbe, was W für das ursprüngliche war, und 
die Operationszeichen ò, ò, ò” seien durch die Gleichung 


d d a | =e p" ð" 
en ee 
+ A 
u u 


E€ . e . € 


definirt. Die Determinante der Substitutions-Elemente sei A, und die reeiproken Elemente seien /, m, n,!',... 
Dann ist 

p=rut+NutN u" |Au=lp+mgtnr | hi =ietNy+Ng" 

q =put gu p'u" | Aw =l phm gtir | f= poteg tee" 


„ n 


r =vu4 yu yy" u" | Au =l pim gtn | pe =vptYp+Vg. 
Es ist nun leicht einzusehen , dass 
(aa, qt, e) =A.Lragp.grp . rro 


tt 
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ist. Da aber q=mò +m ð +m” è” , r=ndö+nd-+n”d” ist, so folgt aus (9) 


Zt+qag . qarg rro =8j m.m :m']|°Y(u, u, u’) 

B- 

TE 
Aber 

Z+mnu=Ap, 
folglich zuletzt 
Yop,gr)=M.Vlu,u,u), 
oder auch 
Y p,q, =A. 4 (lp+mqg+nr , Up+mg+nr , Up+m'g+n'r). 

Gebrauchen wir nun die Taylor’sche Formel, um die rechte Seite dieser Gleichung nach den fallenden 
Potenzen von p zu entwickeln, und führen dafür die Operationszeichen 


E d sr! Tel Si: d Fe eh sä a 
m=À dy +N dy’ +À dy” nn: i (m dl +m -gyr tm r) e] n= Zi- 


ein, so erhalten wir, unter Berücksichtigung von m A=0, nA =ọ0, 
Tg ee uon ora 


Wir haben nur noch nachzuweisen, dass die Operationen m und n auch ohne Kenntniss der Substitutions- 
Elemente ausgeführt werden können. 

Es seien 
d 
t 


d e ei, AR 
A A a Ae Ga a +... ME 435 


drei neue Operationszeichen, so ist 
fi (æ, y, 2) = =(@L+yM+zN)’Apyg+rg+Rg') ete. 


Ferner seien T, U, V irgend drei verschiedene Combinationen zweiten Grades der Operationszeichen 
L, M, N, so werden alle Coëfficienten von Y (p, g, r), als Functionen der Elemente des andern Systemes 
und derjenigen der Substitutionen betrachtet, die Form 


ZŁTAp+rř go +i g"). Ulupte g +e g"). Vogg +v g") =A. Z+To. Ug. Vg" 
haben. Uebt man nun auf einen solchen Coëfficienten in Y z. B. die Operation m aus, so sind wegen 
mA=o nur die Symbole T, U, V zu differentiiren. Tragen wir dies auf seine links vom Gleichheits- 
zeichen stehende Form X+ Tf, . Uf, . Vf, zurück, und betrachten da z. B. f, explicite als lineare Func- 


tion von p, œ, p” und quadratische von ż, č, ¢, so brauchen wir die Operation m nicht auf die explicite 
vorhandenen p, p, œ”, ‚sondern nur auf die Symbole T, U, V auszuüben. Obschon also eigentlich z. B. 


m (Tf)=TftemTe+emTo+u'mTg" 


wäre, so werden wir doch das erste Glied T f, weglassen und nur (m’T) f, setzen. Nun ist T f, ein Element 
von f, (x, y, z) und (m’T)f, ein anderes desselben Polynoms, worin der auf y bezügliche Zeiger um i 
vermindert, und der auf x bezügliche um 1 vermehrt ist, multiplieirt mit dem anfänglichen auf y bezüg- 
lichen Zeiger. Drücken wir, um dies ganz deutlich zu machen, irgend ein Glied eines der drei ursprüng- 
lichen Polynome f durch 


rare, A natya , [+ ß+7=2 


aus, so ist 


fa. B, Y=—-L’MNf ‚ und mia, A, =p. LH MN'f=P .ta+1,p—1,y). 
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Für y=o,r=0 ist nun 


d d 
TE ae 
folglich 


3 0 d? d? d? a 
8p Y(p, 0, o)=p°( de? dyd ? a) dy? ? dydz ’ īa). 
also > 
E (p, 0, 0) =p Z+ bid cs=bde j , 
wenn bde als symbolische Bezeichnung einer Determinante gilt. Die Function Y (p, g, r) ist also endlich 
durch folgende symbolische Formeln definirt: 


d d d # d d 
| Tu 
era eg er a er 


VI ur Tr de: 


Führt man die Rechnung aus und behält der Kürze wegen die symbolische Bezeichnung der Determinanten 
bei, so erhält man 


Y=bdep —(2ade+cfa) gr+(@adf+bea)gyr’+(kdef—abe)pgr ) 
+ceag — (2bef+adb)r’p+(2bed+ecfb)rp* 


+afbr —(2cefd+bee)py+(2cefe+ade)pg \ 
L=ceo.. ?—(2ode+cfo)g’r+(@&wdf+beu)gr—vwbe.pgr Er 
+ofb.r" —vwvdb.r p +ode. pë E 


P=bwce . #} —2awe.gyr—awub.r’p—2cfo.p’y+A4wef.pgr | 
2 2 2 „etc. 
+? awf.gr’+2bewu.rp+awe.pg 


Es seien p, p', p”, o, 0’, o” Polynome vierten Grades in u, w, u’ von derselben Bedeutung im zweiten 
Systeme, wie L, M, N, P. Q, R im ursprünglichen, so dass 
BE SH A a ei EEE A 
wird, so ist 
L=N (Ppl p +U” HIT o+ lo+1l o”), ete. 
P=X (2Zmnp +2 m'n p +2 m” n” p + (m’ n + m” n’) o+ (m n+ mn”) + (m n' +m n) a”) , ete. 
2AL+p R+vO=N (2lp+l o” +l), ete., 
F (p, q, )=N Ø (u, w, u”), 
wenn ® die Resultante des zweiten Systemes bezeichnet; also 
F peg t =p eT endro, N). 
Aber Ø (l, l, l) =F (p, o, 0) : p° ist die Resultante der Gleichungen 
by + 23d yz +e:z°=0 , bsy +d: YZ +6 z =o. 
Soll völlige Uebereinstimmung mit den Formeln (5) Statt finden, so muss man 
4 (d, c; —d; c2) (b, d,—b, d,)— (b; C—b; 6)” 
als Coöfficient von p° in F' annehmen. Aus diesem können dann alle übrigen Coöffieienten mittelst der 
Operationen m, n berechnet werden. Aber dann affieiren diese nicht bloss die Zeiger der ursprünglichen 
Elemente, wie es oben bei der Entwickelung von W der Fall war, sondern auch den Rang. Es ist z. B. 
mf:=4+ fi , mb, =2 fz +0 » md, =e; +d, , 


M a = ti 5 me, =e 7 Me =c ` 
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dagegen einfach 
mfi=4, ete., ma,=0, etc., 
ebenso 
tes =a; FE U Sf. 


$. 3. Es seien jetzt 3 fi, 3 f2, 3 f; die nach den Variabeln x, y, z genommenen Differential-Coëffi- 
eienten des Polynoms f der allgemeinen Gleichung einer Curve dritten Grades. Dann ist F (p, q, r)=o 
die Olassengleichung derselben Curve, und da pd@+gdy-+rdz=o ist, so wird wegen pe -+yy+rz—=o 
auch @dp+ydg-+zdr=o. Denkt man sich für æ, y, x die mit diesen Variabeln proportionalen Func- 
tionen von p, g, r gesetzt, so ist aedp+ydgy+zdr=o die Differential-Gleichung der ursprünglichen 
Curve in Beziehung auf ihre Classe. Sie hat die drei Formen 


2Ldp+Rdy+0Qdr=o , Rdp+2Mdgy+Pdr=o , Odp+Pdgy+2?Ndr=o. (a) 


Diese Differential-Gleichung wird, wie wir gesehen haben, mit Null identisch, wenn die Verhältnisse 
p :g:r den zwei Gleichungen #—o, W—=o genügen. Durch diesen Umstand sind vielfache Tangenten 
der ursprünglichen Curve angezeigt. Da die Curve dritten Grades keine Doppeltangenten hat, so sind es 
ihre Wendungs-Tangenten. Hieraus folgt der Satz: 

Die durch die Gleichung Y (p, q, r)=0 dargestellte Curve dritter Classe wird 
von sämmtlichen Wendungs-Tangenten der ursprünglichen Curve dritten Grades 
berührt. Sie ist übrigens durch diese neun Tangenten hinreichend bestimmt, wie wir unten zeigen 
werden. 

Wir müssen ferner schliessen, dass, wenn p, g, r den Gleichungen #=o, W=o genügen, aber dp, 
dqy, dr unter sich unabhängig sind, die Ausdrücke zweiter Ordnung , wie 


2dL.dp+dR.dg+dO.dr, 


Quadrate sind. Ein direeter Beweis hievon ist zu wünschen. 

Wir lassen hier noch eine andere Aufgabe ungelöst. Die Gleichung F=o ist nämlich nur ein parti- 
euläres Integral der Gleichungen (a). Man kann aber von jeder derselben das allgemeine Integral verlangen. 
Wenn f die reducirte Form hat, so ist es leicht, die drei allgemeinen Integrale der Gleichungen (a) zu 
finden. Aber es scheint nicht möglich, von da auf die allgemeinen Integrale, welche der vollständigen 
Form von f entsprechen, zurück zu gehen. 

Theils um schon Gesagtes zu verifieiren, theils um auf den letzten $. vorzubereiten, setzen wir unbe- 
schadet der Freiheit der ursprünglichen Curve dritten Grades, die redueirte Form ihrer Gleichung 


[=t +yY+z+6x2yz=o 


voraus. Werfen wir dann, um die früheren allgemeinen Formeln anwenden zu können, einen Blick auf 
das Schema 


d 
Rs 
0 
0 


. 0 
x 


` so bekommen wir 


Y= (p ti trI Uir) pgr, 
L=—p gr —2 xp (P Hi — rt Pr, | Perl Hr —p)+arfr Ha pr, 
M=—p fr —2x q Hp) trp, | O= Hp erpe 

=—pyr— xr (PH R pe: R=r PHE — Àp pr, 
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F= — — !—r +2 1416) (HH) +2 Lpr Hr) + Apr 
Nr) — PHP Hr — 122 pgr) 
=4 (148) (gr + xp — Hr — (HR) — 12 pgr)’ 
=4 (148) ep HR — Ar HP — A416) a 122 pgr)? 
=4 148) (pg + — HP — AHA) — 12 pgr). 


Die drei letzten Formen von P lassen die Wendungs-Tangenten erkennen. Bleiben wir bei der ersten 
Form, so haben die zwei Gleichungen 


gr+2xp=o , P+r—(1+16#)p — 12x pgr=o 
die sechs Lösungen 


p:g:r=1:1:— 2x, =i::—2ı, =l:i:— 2, 
es er tp,. 0: 2 


He FIRE 


wo ö die imaginäre Kubikwurzel der positiven Einheit bezeichnet. Die Wendepunkte selbst ergeben sich 
durch Differentiation der zweiten Gleichung aus den Proportionen 


= y33 =(— (1 +16) p — 4 x? qr) : (P — 4° pr) : (fr — Ar pg)- 
Durch Substitution der vorigen Lösungen erhält man 


Ea ee nn E EEE e So 
1 


„2 


= lvo: year fi! ad ya url. 


Die sechs hierher gehörenden Wendepunkte sind also durch die zwei Systeme 


3 Er 3 3 
> Fy = und ` +2 \ 
U y=o 
bestimmt. 
Combiniren wir die Gleichungen F=o, W=o, so bekommen wir 


FH AS) pyr VHS) [tH (PeH p p I Aa M 16). 
Wir dürfen also setzen: 
pgr=—?x, PH +Hr=2—8r , PPHPP ESG. 
Dann sind p°, g’, r° die Wurzeln der Gleichung 
2 — (2—8 Xa (1—16) r 48x = (£ — 1} (4+8) = 0. 
Man kann also setzen 
pobeda? 


mit Permutationen, also im Ganzen sechs Systeme, wovon je zwei coineidiren. Setzt man p = — 2x, 
so wird yr = 1. Man hat also 

piqgir=— rst: 1, = — xii i, = — 2r: i:i, 
im Ganzen nur neun verschiedene Lösungen. Von den achtzehn Lösungen des Systemes F' =o, YF = 0o 
fallen also je zwei zusammen. Dies wird dadurch bestätigt, dass die Differential-Gleichung erster Ordnung 
von F = o identisch wird. Das System ist nämlich vermöge dieses Umstandes auch noch erfüllt, wenn 
die Variabeln Ineremente erster Ordnung erhalten, welche der Gleichung dY = o genügen. Fürp:g:r 


— — 2x:1:1 wird diese Differential-Gleichung dp +xdg+xdr = o. 
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Substituirt man irgend eine der obigen neun Lösungen in den sechs Polynomen L, M, ..., so ver- 
schwinden alle, wie oben vorausgesagt wurde. 

Wir wollen jetzt eine der drei Differential-Gleichungen (a), welche durch # = o befriedigt werden, 
z. B. die erste 


2Ldp+Rdq+ 0dr =o 


direct integriren. Da 2 Lp+Rg+0r =o ist, so muss die Integral-Funetion vom 0“ Grade sein. 
Man findet 


2 3 +78 — (1 + 16x3)p3 — 12x? 
2 Ldp+Rdg+ 0dr = 4 (gr+2xp) ra tur een 


Die durch die Gleichung ¥ = o dargestellte Curve dritter Classe ist durch die neun Wendungs- 
Tangenten der ursprünglichen Curve dritten Grades , welche sie berühren soll, völlig bestimmt. Denn, 
wenn man eine kubische Gleichung mit unbestimmten Coöffieienten hinsetzt und für p, g, r nach und nach 
die von den obigen neun Lösungen gelieferten Werthe substituirt, so findet man als Werth der Determi- 
nante neunter Ordnung, welche dem gesuchten Coeffieienten von p° entspricht, 


V-%.2:r. (1+8%. 


Also sind die neun Gleichungen, welche zur Bestimmung der Coöffieienten dienen sollen, sämmtlich 
von einander unabhängig. 

$. 4. Die Function 7 steht noch in einer andern merkwürdigen Beziehung zur Theorie der Wende- 
punkte der Curven dritten Grades. Da nämlich die Gleichung ¥ (p, g, r) = o durch die neun Wendungs- 
Tangenten befriedigt wird, so ist klar, dass, wenn nun für p, g, r die abgeleiteten Polynome fi fz fs sub- 
stituirt werden, die sich ergebende Gleichung sechsten Grades in x, y, z durch die neun Wendepunkte 
ebenfalls muss befriedigt werden. Es tritt aber noch der merkwürdige Umstand hinzu, dass diese Gleichung 
in zwei Gleichungen dritten Grades zerfällt, und somit zwei neue Curven dritten Grades darstellt, von 
denen jede ihre Wendepunkte mit der ursprünglichen Curve gemein hat. Um diese Eigenschaft der Func- 
tion P noch bestimmter anzugeben, nennen wir f (x, y, x) das ursprünglich gegebene Polynom dritten 
Grades, setzen 


df=3(fı de+f.dy+fsdz) 


und 


FDF dd dfe a ni 
pat dx dy BE Fr a Vf 


wo y das Zeichen einer Functional-Determinante ist. Dann ist identischer Weise 


= Pfi fz» f) == af’ +e » ® 
wo a eine bekannte Function vierten Grades der ursprünglichen Elemente bezeichnet, nämlich dieselbe, 
welche in der Hesse’schen Formel 
=vp=iaftßp C) 
vorkömmt, wo wiederum 2 eine ganze Function sechsten Grades derselben ursprünglichen Elemente 
bezeichnet. Die Constanten a und 2 dienen dann ferner zur Bestimmung des Factors A, welcher das 
Polynom Af-+9 in drei lineare Factoren zerlegbar macht. Werden nämlich die Wurzeln der Gleichung 


(2 +40)’ = 640° + 
—b\—= Vi V4 vY ; 


wo man die Vorzeichen der Quadratwurzeln so zu nehmen hat, dass ihr Product gleich 2 wird. Unsere 
Formel (1) kann somit zur numerischen Berechnung von a gebraucht werden und gewährt hierin einen 


mit y, y, Y bezeichnet, so ist 
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Vortheil vor der Formel (2), welche das Vorzeichen von a unsicher lässt. Man könnte zwar diesem 
Uebelstande durch Berechnung der Resultante p = 640°? des Polynoms f begegnen; indess scheint 
mir dieses schwieriger als die Anwendung der Formel (1). 

Um diese zu beweisen, wählen wir die reducirte Form des Polynoms f und setzen wie oben 
f= +y Hexa yz. Dann haben wir in 


E= rfi tf Im Aaf fefe 
h=&+rryz s h =y hH rze, h=F+r2aey 


zu substituiren und bekommen 


die Gleichungen 


= — a (E r+ 10416 eyz ILI 0832) az. 
Vergleichen wir hiemit die Quadrate der Polynome f und 
p =— t (Hy HHAH) , 
Vra — Àf Heo. 
4 VE = Ar (1—2) f+ — 20 — 83°) p. 
Die Formel (1) ist somit für die reducirte Form verificirt. Es ist zugleich 


1—20 — 8 —= (1 — 2x — 2) Adii iaer Aa IE aaea), 
64 (1— x) 4 (1—20 8 = (148x) 


so finden wir 


Wir haben ferner 


= der Resultante von f, wie in §. 17, III, der Abhandlung über die Resultante gezeigt worden ist. 
Endlich ist 


f+*g 
in die linearen Factoren æ, y, z zerlegbar. Setzen wir nun Z, ¥, ¢', u, w, u”, Ø, } an die Stelle von 


L, Y, Zs Ps (>r, P, F, indem wir die letzteren Zeichen für die allgemeine Form der ursprünglichen 
Gleichung gebrauchen, und lassen die obigen linearen Substitutionen eintreten, so wird 


y=Ng,veo=Nyp, VY=NV, 
die Resultante von f wird 


p=A”(1+8#). 
Die zuerst aufgestellten Formeln sind also richtig, wenn wir 
a = Mx(l—r) , p= A (1—20 — 8°) ,I= Nr, 
VYY= X (1—2x—2 2) , Vy= Ni 2 — 20) , VY =N @—2xi 2%) 


annehmen, 


Ich schliesse mit einer Bemerkung, die sich an das zu Ende von §. 1 Gesagte anknüpft. Wenn für f die 
redueirte Form vorausgesetzt wird, und man nennt @, y, z; ©, y, z die Coordinaten eines auf der 
Curve g = o liegenden Punktenpaares, in welchem dieselbe von der Tangente (p, g, r) der Curve d= o 
geschnitten wird, æ”, y”, z” die Coordinaten des dritten Durchschnittspunktes, so sind diese, wenn man 
die jenes Punktenpaares als bekannt voraussetzt, durch die zwei Gleichungen 


1 al ! Ht 


p" +qy' +rz =0 , v£ L +yy y 
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bestimmt. Sieht man in der zweiten Gleichung nur æ”, y”, g” als variabel an, so stellt sie ebenfalls eine 
IE Tangente der Curve = o dar. Denn es ist 


u 
| EZE EE 
| Dass übrigens der Berührungspunkt der ersten Tangente (p, g, r) dem dritten Durchschnittspunkt in 


Beziehung auf die gepaarten Durchschnittspunkte harmonisch zugeordnet ist, ist geometrisch leicht 
| ersichtlich. ill 
ph 
wrda 
dn Ke 
Fortsetzung der Abhandlung über eine merkwürdige Art, die Classengleichung einer Curve dritten Grades y 
zu finden. Akon 
Wir haben oben die Function Y nicht rein, sondern mit p°, ete., pgr multiplieirt, in Form einer f vA 
e Determinante dritter Ordnung dargestellt und dann die Function F’ aus W hergeleitet, wobei wir ebenfalls Ea 
i i nur Ausdrücke für p’ F, . . ., gr F', .. .„ aber nicht für die reine Function #’ bekamen. Wir wollen nun die kim 
| reine Function Y unmittelbar in Form einer symmetrischen Determinante sechster Ordnung, und F zwar 
| mittelbar , aber ebenfalls in der symmetrischen Form einer Determinante vierter Ordnung darstellen, deren i 
| Elemente zum Theil die zweiten Differential-Coëfficienten einer Determinante V von übereinstimmender Form i 
sind. Dies ist der eine Zweck dieser Fortsetzung. Der andere ist, den merkwürdigen Zusammenhang nach- 
| zuweisen, welcher zwischen den Functionen Y, F und den aus der Theorie der Wendungspunkte der 
Curven dritten Grades bekannten Superdeterminanten vierten und sechsten Grades, die wir oben mit « und ß 
bezeichnet haben, besteht. 
$.- 1. Das Polynom F unter der Form einer Determinante vierter O rdnung. il 
Es sei aa +by’+ez’+2dyz+2eze+2fxy=o die Gleichung eines Kegelschnittes, pa +gy = 
+rz=0 diejenige einer Tagente desselben und w eine neue Variable, so bestehen die vier Gleichungen | 
8 patyy+trz=0, kaptu 
IM pw+taw+fy+ez=o, | hei 
Ag qw+fr+by+dz=0, ~ | pome 
rw+exr+dy+ez =o. : Anl 
Eliminirt man aus diesen die drei Verhältnisse w : æ : y: x, so erhält man | vl 
| ugi 
— |» pgr |=(be—d)p+. e: +2(ef—ad)gr+...=0 | a 


of E 


mke 
rede | 


o fall 


als Classengleichung des Kegelschnittes. Neu 


Nun sei f(x, y, z) = o die Gleichung einer Curve dritten Grades, 


— df=fiıde+fdy+fsdz, +dfı = fude +fudy+ fs dz, ete. | ma 
Dann stellt die Gleichung | Om 
fa? + fey? tfar’ +2 fy t +2far a tfar y == 03 Er 

| me 
wenn darin v, y, g als Coordinaten eines festen Pols P und z’, y, z als variable Coordinaten gedacht ETI 
werden, den Polarkegelschnitt von P in Beziehung auf die Curve ( f) dar. Setzen wir nun | Oher 
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pXx+gy+rz!=o 
als Gleichung einer Tangente dieses Kegelschnittes, so wird 
=). 9 4 Trı=0 (A) 

p f 1 fe f 13 

y fa fe f: 23 

r fa for fas 
die Classengleichung dieses Kegelschnittes. Sie ist aber nicht nur in Beziehung auf die Liniencoordinaten 
PPro sondern auch in Beziehung auf die Coordinaten x, y, z des Poles P vom zweiten Grade. Wenn 
wir daher jetzt p, g, r als constant und v, y, z als variabel denken, so gibt dieselbe Gleichung F= o wieder 
ein Kegelschnitt (V) als Ort des Poles P, dessen Polare fortwährend die feste Gerade (p, q, r) berührt. 
Ist nun diese eine Tangente der ursprünglichen Curve (f), so geht der Ortskegel- 
schnitt (V) durch ihren Berührungspunkt und wird von ihr hier ebenfalls berührt. 
Also auch umgekehrt: wenn die feste Gerade (p, g, r) den ihr entsprechenden Ortskegelschnitt (V) berührt, 
so ist sie eine Tangente der ursprünglichen Curve (f). Wenn wir daher in der Classengleichung des Orts- 
kegelschnittes die variabeln Liniencoordinaten mit den constanten p, g, r zusammenfallen lassen, so 
bekommen wir eine Bedingung für eine Tangente der ursprünglichen Curve (f). Also ist 


Fp, qg r=]. p = (b) 


dzdx dzdy dz’ 


die Classengleichung der ursprünglichen Curve. Die analytische Herleituug dieses Ausdruckes für F' wird 
zeigen, dass kein numerischer Factor beizufügen ist. 

Um den Gang des Beweises nicht durch eine Digression.zu unterbrechen, unterliessen wir es, die Be- 
hauptung zu begründen, dass, wenn die feste Gerade (p, q, r) die ursprüngliche Curve im Punkte (=, y, z) 
berühre, auch der Ortskegelschnitt (V) Tangente und Berührungspunkt gemein habe. Obschon dies für die 
geometrische Anschauung klar genug wird, wenn man den Pol P ein Element der ursprünglichen Curve 
durchlaufen lässt, so wollen wir es doch noch durch die analytische Betrachtung der Gleichung V = o 
verifieiren. Es seien #, y, z die Coordinaten des Punktes Q, in welchem die feste Gerade (p, q, r) die 
ursprüngliche Curve berührt, folglich p : g : r = fi : f : fs, ferner +h, y+hy', z+hz' die Coordinaten 
eines Punktes P der Curve (V). Wir denken uns in der Gleichung V = o die Grössen p, q, r durch 
fi, fz» fs ersetzt, multipliciren die drei letzten Verticalzeilen resp. mit æ, y, z und subtrahiren ihre Summe 


‚von der ersten Verticalzeile und wiederholen dann dieselbe Operation in Beziehung auf die Horizontalzeilen, 


so fallen aus der Function V die von A freien Glieder weg, und wir dürfen h als verschwindend annehmen. 

Vernachlässigen wir dann die Glieder in 4?, A’, ete., so erhalten wir für den Punkt P 
V<-hlafıtyf+zf)g=o, 

wo 216 ọ die Functional-Determinante von f bezeichnet. Wenn also der Punkt Q nicht zugleich auf der 

Curve x = o liegt, d. h. wenn er kein Wendungspunkt der ursprünglichen Curve ist, so ist 


(thai + UH iet Hh fehle fety fet fi) 
eine Grösse von der Ordnung Ah’, d. h. wenn der Abstand QP von der ersten Ordnung ist, so weicht P nur 
um eine Grösse zweiter Ordnung von der Geraden (p, g, r) ab. Diese wird also vom Kegelschnitt (V) in 
Q berührt. 


i* 
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Es mag noch bemerkt werden, dass die Functional-Determinante von V gleich 2 Y° ist. Wenn also der 
Kegelschnitt ( V) aus zwei Geraden bestehen soll, so muss die entsprechende feste Gerade (p, g, r) zwei 
zugeordnete Pole, die der ganzen Doppelschaar von Polarkegelschnitten der ursprünglichen Curve gemein- 
sam sind, verbinden. Bekanntlich liegen diese zugeordneten Pole auf der Curze ọ =o. Die in denselben 
an diese Curve gezogenen Tangenten machen dann zusammen den Kegelschnitt ( V) aus. 

Der Kegelschnitt (V) berührt die Curve = 0 in den drei Punkten, welche in Beziehung auf die 
ursprüngliche Curve zugeordnete Pole sind zu den drei anderen Punkten, in denen die Gerade (p, g, r) die 
Curve ọ schneidet. Dies hat Hesse (Crelle XXXVI, S. 164) gezeigt. 

Wir wollen nun die Formel (b) auf rein analytischem Wege aus denen im ersten Theile dieser 
Abhandlung herleiten. Es war dort 


4rL= (w, pp, pa). 


Wenn man nun das vollständige Schema der Determinante hinschreibt und die Operationszeichen p, q nur 
einmal explicite schreibt, z. B. pf, = 2 (r fe — qf); afı = 2 (P fis — rfi), so erhält man 


rL=|p. rpfie — yPfıs . pP fıs —rpfu ’ 
q. TPfz MICE PY fz —rpfa 
r. TP foiz — Pfs - PY fs — TP foi 


und wenn man diese Determinante, nach Art der Multiplication zusammengesetzter Grössen, in Deter- 
minanten mit einfachen Verticalzeilen entwickelt, so bemerkt man, dass diese sich zu einer Determinante 
vierter Ordnung zusammensetzen , nämlich 


ee ne, 
P Pfu P fiz P fis 
yi Pfa Pfa Pfa 
r Pfa P foz Pfas 


oder mit Rücksicht auf die Gleichung (a), 


L=-ypV. 


Ferner war oben 
ı»P=(v, qq, tt), 
also 
pP= |w . pafis —rafa -gefa—ptf|; 
wo die rechte Seite die Determinante bedeutet, deren drei Horizontalzeilen sich ergeben, indem man zuerst 
w=p, i=1, dann 8o=g, i—=2, und endlich or, i=3 setzt. Die Zerlegung in Determinanten mit ein- 
fachen Verticalzeilen gibt 


pP=pylo . Afis et ul— lo . afıs ‚Lt ia] 
—q rjw. afıı- tfu|+pr|o -afu-t | - 
Wir haben es zunächst mit der Verwandlung des dritten Gliedes auf der rechten Seite zu thun. Da über- 
haupt pp+gq-+rr=o ist, so hat man 
— qafa =pp fiat rifas 
folglich i 
— grlo -afa e tfaļ=rlo . ppfa+rifa - tfal=prlo . pfa- tfal- 
Da nun überhaupt p + 7 +r-4=0 ist, so folgt 


Pfia=— qfi —t i39 


also 


Fs sei m 
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Na | rjo. Pfa. tfal =— rlo . gfi- tfal —rlo . tfs. tfal 
eie | Es ist aber qfi=pfis —r fi, daher —r rfa =grfi—ptfis, und 
la 5 rle -tfs tfal= lo -tfa ar —prfal=|o . tfo - arfl=|o -tfs -gafa -pafıil, 
f | i also endlich jenes dritte Glied 
ade I ; 
phia di grlo af. tfal =—prlo . af. tfal +pglo . tfs af — plo . tfs- afıel> 
j und daher 
le diese Il j P=p (|w -r i2 e Afis| +o -Afi-t ;3|) 
E ; +g Cltfa -© -afol + lafa wW r is) 
+r (lafa . Ur .@ |+ Jefi . afie» o|) 
EA 
Ma Man hat also die Ausdrücke 
L= —-ppV, M= 44V, N= tt V, P=gıV, Q=tp V, R=paV, 
und 
p=- f p, q £) V, = + & UP, Nesh 9,42) F. 
Es war nun oben unter Anderem auch PF=4MN— P’, also 
d PF=laaV.gıV 
ul E raV. eV) 
MU Wenn aber 8, T irgend zwei Functionen von æ, y, z bezeichnen , so ist 
SS. : aS dT f ds IR]; 
a f SR Meas e em ee ee 73 
S.T preis Jasse aen aS aT 
dr PET 1. 
dS dT dS dr 
p5 Oaa Ar Faa e 
Es sei nun S=qV, T=tV, so ist z. B. 
dS E a EG dV Ve WY. 
“dy ` dy dj q d% pjp 3 Va IE 
dS AT Er dv 1: Va. Va 
dx 2A tem EN dz r . Ver: V; 
wo z. B. abkürzend Dre V,, gesetzt ist. Hieraus ergibt sich nun leicht 
II F=—|.»y qqr 
an oi p Va Va Va 
n mitet 1 Ti Vo Va 
r Voa Vos Vos 
$. 2. Die Function Win Form einer Determinante sechster Ordnung. 
|} Setzen wir abkürzend 
Da ihe- L fu+Yfe+zfs=fı (xx), ete., 


== 


so ist Y=o die Endgleichung des Systemes der fünf Gleichungen 


f:@2)=0, fs(@2)=0, fi(@a)=o, a 
s=pvr+qy+rz=0, S=px' +q y +r z =o, 
wenn darin die vier Verhältnisse v : y: z, æ 
Gleichungen 


:y :z' eliminirt werden. Man kann aber auch die sechs 


filer )=o, frr) =o0 fs @r)=0, 


8x +s e =0, sy HS5 Y =0, S% +s z =0 
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in Beziehung auf die sechs Grössen vv’, yy, zz, yz +yz, zæ +z x, æy +ay als linear behandeln und 
wird so W in Form einer Determinante sechster Ordnung erhalten. Setzen wir 


f=ar+ 3dr y+ esr z+3 gey + 6kxryz+3hez’ +by +3 fyz+3 iy? +err", 


so ist 


zT a e AEO E e 
-2q p 
Eza 
kg 
R-k 
und, wenn a, b, ¢, D, e, f beliebige Grössen bezeichnen , 
2 (La+M6+Nc+Pp+Oc+Rf) 


ET Ea a w 
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Auf dem gegenwärtigen Standpunkte können die Eigenschaften der Funetion W in Beziehung auf 
lineare Transformation noch leichter nachgewiesen werden, als oben der Fall war. Es sei f@& t, t) eine 
homogene Funetion dritten Grades, welehe durch die linearen Substitutionen 

{= Actpy+vz, € u Natpytvz, t 224 Xepe y+" z 
in f(x, y, z) = az? + ete. übergeht. Dann wird 
p A Autu +u" z q= m upu ppu", r „ee vut yu pvu". 
Die erste Gleichung f, (xx) = o des alten Systemes (c) ergibt sich aus den drei ersten des neuen, indem. 
man sie mit A, X, X” multiplicirt und addirt, ähnlich die übrigen zwei. Die zwei letzten Gleichungen bleiben 
in beiden Systemen dieselben. Hat nun ¢ (u, w, w’) dieselbe Form im neuen System wie Y (p, g, r) im 
alten, so folgt aus dem Stattfinden der Gleichung W — o entweder, dass alle fünf Gleichungen des neuen 
Systemes stattfinden und daher d = o ist, oder dass nur die zwei letzten stattfinden und die Determinante A 
der Substitutions-Coöfhieienten verschwindet. Da nun Y in Beziehung auf u, w, « und die Elemente des 
Polynoms f vom gleichen Grade ist wie $, hingegen in Beziehung auf À, p, ... vom zwölften Grade, so ist 
VERY 
Man wird sich dann auch leicht überzeugen, dass 
Yp, q, r) = p Up+mg+nr, Ip+mg+nr, Up+m’g+n'r) 
ist, wo l= -“* , ete. Wenn man daher 
Yp, q r) = 2ta, B, N pgr, [a++ = 3] 
und 
d E- ty „  d P d c d d d d ERE") 
Der Hat ar I FI Get RZ T) dg en 
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setzt, so ist 
Dia, B, y} =— aF fa+1, 6—1,7} 


das Gesetz, nach welchem die Coëfficienten von W aus einander hervorgehen. Diese geben sich dadurch, 
wie wir unten zeigen werden, als Differential-Coëfficienten einer Superdeterminante zu erkennen. 
Bedeutet nun (a, ß, y) eine Grösse, für welche 


D (a, B, Y) =a . (a—1, B+1, V 
ist, so wird 


D. (a, B, y fa, b, H =a (a— Í, B+1, Dia, B, y}— (a+1) (a, B, Dta+l, p—1, Tło 
und wenn man diese Gleichung in Beziehung auf alle Variationen a B y zur Summe «+ß-+y = 3 summirt, 
D.Z(a, B, Dia, p, y} =o. 
Nun haben die Elemente der beiden Polynome f und ọ die von den Grössen (a, 8, y) verlangte Eigenschaft. 
Also sind die Funetionen 
1 d l d 
sI ’ a ar)? 4.) = 4A, 


d d d 
Ser I Fr )Y (p, 4:7) = B 


Superdeterminanten der ursprünglichen Elemente, jene vom vierten, diese vom sechsten Grade. 

$. 3. Da die Summe der Zeiger jedes ursprünglichen Elementes 3 ist, so ist für eine Superdeter- 
minante mten Grades die Summe der auf alle drei Variabeln x, Y, z bezüglichen Zeiger gleich 3 m, folglich 
die Summe der auf eine einzige Variable bezüglichen Zeiger gleich m. Man bilde nun alle symmetrischen 
Functionen mten Grades der ursprünglichen Elemente, für welche die Summe aller gleichnamigen Zeiger 
gleich m ist, versehe dieselben mit unbestimmten Factoren und vollziehe an dem so erhaltenen Aggregat die 
Operation Ð. Dann liefert die Bedingung D = o eine Menge linearer Gleichungen zwischen jenen unbe- 
stimmten Faetoren. Widersprechen sich diese Gleichungen, so gibt es keine Superdeterminante mten 
Grades; hängen sie zum Theil von einander ab und reichen, auf ihre wesentliche Anzahl redueirt, gerade hin 
zur Bestimmung der Verhältnisse jener unbekannten Faetoren, so gibt es nur eine Superdeterminante mten 
Grades; werden endlich jene Factoren nicht in ihrer Gesammtheit, sondern nur gruppenweise durch die 
gefundenen Verhältnisse verkettet, so gibt es mehrere Superdeterminanten mten Grades. Beim vierten 
und sechsten Grade kommen resp. 9 und 28 symmetrische Funetionen in Betracht, und die Rechnung zeigt, 
dass es für jeden dieser Grade nur eine Superdeterminante gibt, für den ersten, zweiten, dritten und fünften 
Grad hingegen gar keine. Man findet 


A=—abek+Zabhi— ZayÜ+Lafik+:g’M— Lidef 
3 6 3 3 3 
+32dfhk —22ghk’ +k, 
2 3 


B= — bete Sa befas azab tI Laf l — 6 Zabedfh— 12Fabeghk 
—18!beghde+122bed’ei+24:bege'k+12!be' fi—6Lafi’eyg 
- 12 Faff dk +20 abe —362be de —24 Sahg +60 2aghfik—12LagElk 
+12 FafIR SIG 4122idg KIUR +6 dfhegi— 362figek+ A Igp Kk 
+12 2idefE+3624[hR — 24 3ghk'+ 8k, 
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wo die den Summenzeichen X untergesetzten Zahlzeichen die Anzahl der Glieder einer jeden Summe hi 
‚bezeichnen. i 

Da wir oben die bei der Bestimmung der Wendungspunkte einer Curve dritten Grades vorkommenden 
Functionen a und ß resp. vierten und sechsten Grades ebenfalls als Superdeterminanten kennen gelernt 
haben, und da es für jeden dieser Grade nur eine Superdeterminante gibt, so können a und ß von A und 
B höchstens nur durch numerische Factoren sich unterscheiden. Man findet leicht A = — a, B = —Bß, 
so dass wir jetzt haben ine 


Yi fo fD =A4fF — f, zyVg=4Af— Bo, R=B— 644°, 


wo R die Resultante der Polynome fi» fz» fs bezeichnet. In Aronhold’s Abhandlung (Crelle XXXIX, 
S. 152) sind die Superdeterminanten A und B resp. mit — S und 7 bezeichnet. 


$- 4. Es wurde oben gesagt, dass die Coöffieienten von W sich als Differential-Coöffieienten einer ar 
Superdeterminante zu erkennen geben. Dies beruht auf folgendem allgemeinen Satze. layl 
Wenn Seine Superdeterminante der Elemente der Function nten Grades ine 


l 
a9. I! bn aa.. a++.. =n] 


in awi 


und D die ableitende Operation, wodurch D (e, Bea m aem i By e ewiri, 
bezeichnet, und man setzt 


1 d i 
—— (J pter S=% Erpe e O .. =f] 
pey apr g) Ste gpp, [++ .. in], 


so ist 


Die,n,0,..,3= —(e+1). fe+1,7—1,0,.2..}. 


Beweis. Setzt man abkürzend (a, B»r.--)=a,(@a+1,B—1,7,...)=b, ER ER 
=d, (+1, —1,yY,...)=b, ete., und differentürt die identische Gleichung ` liwe 


dd mi 
D S = >= 1.QA—1,0-+1,v,.. nu 


ak el ve 
.)—— 0 
Bon ) ER, v2) 


i mal hinter einander nach den ö Elementen a, d',d',..., so erhält man 


d’ S d'S dS 
ERSTE: AREE TR EART a PIE NEN G 
dadada'... SD db da da"... ynte dadb da“... Er 


d ein 


Der Fall, wo mehrere Elemente a, &', a”, ... gleich sind, macht keine Ausnahme; man wird dann rechts 
eben so viele gleiche Glieder haben. — Man summire diese Gleichung (€ — 1) (k — 1) mal nach allen Werthen 
der k— 1 ersten Zeiger (die Zahl der Variabeln x, Y Z, ».. gleich Æ angenommen) eines jeden der i— 1 
ersten Elemente @,«d,..., so weit es die Bedingungen at +a” +... =°, P+R+P’+... = 1s 
YY +Y’ +... = 0, etc. gestatten, so werden rechts die ö einzelnen Summen zusammenfallen, weil sie 
alle zum nämlichen Schema c+ 1, n—1,6,...gehören. Da nun 
dS 

dadd d... 


vo die 
A einer 


dbo ist 


=ilfe,n,0,...} 


He, we 


ist, so hat man 
x iS i Maty 
ee E E E a at 3 
dada da‘... HE} dada da’... 
ee I 
(Heiz ml 


Denk 


Sunny 13 


Menden, 
Self 


dw 


jen, IE 
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Da aber in der letzten Summe alle Permutationen der Elemente a, &', a”, ... zugleich vorkommen, so 
ändert sie sich nicht, wenn man sie auch unter der Form 


ds 


SGN 
2 G dadada’... 


schreibt. Sie kann also im Ganzen unter ¿ verschiedenen Formen geschrieben werden , und wenn man alle 
diese Formen addirt, so erhält man auch das ¿fache der fraglichen Summe. Da nun at «+a"+...=e+1 
ist, so ergibt sich zuletzt, mit Weglassung des Factors i! , 


Die,n,d,...3= —(e+l)fje$1,n—1,0,...}. 


§. +. Um allgemeine Formeln ausdrücken zu können, wollen wir im Folgenden den Elementen des 
ursprünglichen Polynoms f bald die Exponenten der Variabeln x, y, z zu Zeigern geben, bald nach 
Cayleys und Hesse’s Beispiel sie durch Combinationen von willkürlichen Ziffern bezeichnen , welche 
den einzelnen Variabeln entsprechen. Im ersten Falle setzen wir 


- 3! s 
f= Bee BY yezis [a +ß+Y=3], 
im zweiten 
f= 22 (AB m. 
“+ß+r7Y=1,%3 
indem ©, Y, z durch Zis Lz, X, ersetzt werden. 
I. Für i= 1, S — A gibt der Satz des vorigen Paragraphs 
dA dA 
EEE E u E 
d (a, B, Y) en d(@a+1,8 — 1,7) 


Diese ersten Differential-Coöffieienten von A befolgen also dasselbe Gesetz wie die Coöflieienten von Y und 
sind mit ihnen vom gleichen Grade, dem dritten. Jene werden also mit diesen zusammenfallen, sobald nur 
einer von jenen mit dem gleichnamigen von diesen zusammenfällt. Nun ist 


Vv=[(22)). (230). (33 D|p" + ete. , 
und eine der sechs Formen , unter denen Aronhold die Function A dargestellt hat, ist 


A=—| . (1D.d12).(113)|+| . (131). (132). (133) 
(830. (210 . (220. (30| 430 . (210 . (229 . 30| 


D 


wo die die Ziffer ¿ enthaltende Zeile drei Zeilen für ¿= 1, 2, 3 repräsentirt. Da nun das Element (111) 
an einer einzigen Stelle vorkömmt, so ergibt sich leicht 


dA dA l 
T am ~ e29. 39. 830]. 


Also ist 


A 
Ep 2 ge, 
TATRA 
oder, wenn man 
dA =ZIE hag dlaßy) 
setzt und p, pz, ps anstatt p, g, r schreibt, 


y = ZEE Nh agy pape . 
Wenn also 


6p = Z222 [aß] Lag Ly 
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gesetzt wird, so ist 
B= ZEZ hag; lebr, 
oder auch, wenn ò die ableitende Operation bezeichnet, wo die Differentiale der Elemente von f in die ent- 
sprechenden Elemente des Polynoms 69 = */3 y f umgesetzt werden, 
B=3dA. 
II. Für d=2, S= B lehrt der obige allgemeine Satz, dass die Coöffieienten des Polynoms 


d 2 
“rt gung) E tree 


nach demselben Gesetz aus einander hervorgehen, wie diejenigen des Polynoms F'(p, q, r) der Classen- 
gleichung der ursprünglichen Curve, mit welchem jenes in Beziehung sowohl auf die ursprünglichen Ele- 
mente , als auch auf die Variabeln p, g, r dem Grade nach übereinstimmt. Wenn also in beiden Polynomen 
z. B. die Coöffieienten von p° zusammenfallen, so sind die Polynome identisch. Nun ist 

dB NEY EB _ y tA dlaßy] 
d(3,0,0% all?  Tadtil)daleßy) ddılı) ’ 
weil weder in A, noch in [aßy] das Element (111) poteneirt vorkömmt. Die Summe erstreckt sich auf 
die zehn Combinationen (aß y) der Ziffern 1, 2, 3. Nun ist 


16,0, ='% 


dA (221) . (230) . (3831)|, 
d (111) ~ |(222) . (232) . (332)| 
(223) . (233) . (333)) 


=g 


fe- fs 
fæ- fs 


d[221] ib: simob 1 En . _d{331] l 
P TITAAN ne a aG 


ge+by+fz.ka+tfy+ iz 


24 
Aa e 5 i 
kx+fy+iz.hæ+iy+ cez 


k 


also 


Die anderen im Ausdrucke für {6,0,0} vorkommenden Elemente von 6%, welche nicht in der Form [1 aß] 
begriffen sind, enthalten das Element (111) nicht. Also ist 
{6, 0, 0} = |2 di — f°) .de— fi. 2 (ef — i”) 
b f i 
f i c 
= 4(bi— f’) le f—)— (be— fi. 
Wenn wir jetzt im obigen Ausdrucke (b) für F die Variabeln 9, r gleich Null setzen, so erhalten wir 
F= P| Va. Val, V= P fe - fa 
Va ® Vz; fz “ fz 


Fp = 2(bi— f) s Va=lbe—füp, Va = 2(ef— p, 
F= {4 bi- f°) (ef — i?) — (be — fü} p = 6, 0, 0}p8. 
Da somit die Coëfficienten von p° in beiden Polynomen übereinstimmen, so haben wir 
d 2 
F 9 DERA arae 5) B. 
(p g ) 2 p q d (a, ß, y 


Diese merkwürdige Form dürfte wohl die kürzeste sein, unter der sich das Polynom der Classengleichung 
der Curve dritten Grades überhaupt darstellen lässt. 
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